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Aus dem Vorwort zur ersten Auflao-e der 
zweiten Abtheilun^. 



Als mein Eigenthum glaube ich auch den grössten 
Theil der Torträge 15 bis 20^) ansprechen zu dürfen, 
vor Allem die Lehre von den Strahlencomplexen [zweiten 
Grades], welche durch collineare räumliche Systeme er- 
zeugt werden. Von grossem Ifutzen zeigte sich bei dem 
Studium dieser Complese die vorher [in Abtheilung II] 
erledigte Untersuchung der Sehnen- und Axensysteme der 
Eaumcurven dritter Ordnung; wie denn überhaupt der 
Ausspruch von Staudt's sich immer wieder bestätigt, 
dass diese Curven für die Geometrie des Raumes eine 
ähnliehe Bedeutung haben, wie die Kegelschnitte für die 
der Ebene. Jene Strahlencomplexe liefern mir von den 
Flächenbüschehi zweiter Ordnung, welche bisher der syn- 
thetischen Geometrie schwer zugänglich waren , die Haupt- 
eigenschafben , namentlich auch deren projeefcive Bezie- 
hungen. Ferner stellt sich heraus, dass die Axen der Kegel- 
schnitte, die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen, einen 
solchen Strahlencomplex bilden. Daran schliesst sich die 
Lehre von den homothetischen und den confocalen Flächen 
zweiter Ordnung, und namentlich ergeben sich über die Nor- 

') [Zwei dieser sechs Vorträge liegen den jetzigen Torträgen 15, 16, 17 
der 11. Abtheilung über coasiale and confocale Flächen aweiter Ordnung zu 
Girnnde; aus den vier übrigen eind die Vorträge 1 bis 5 dieser III. AbtheiUmg 
h ervorgegangen.] 
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VI Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der aweilen Abtheilung. 

malen dieser Flächen und ihre Fusspuukte viele neue Sätze. 
Für confoeale Flächen habe ich einen Teil dieser Sätze schon 
in meinem „Beitrag zu der Lehre von den Trägheits- 
momenten"^) peröffentlicht; mehrere dieser Sätze sind 
schon früher von Steiner^), JoachimsthaP) und 
Clebsch^) bewiesen worden. 

Die letzten drei Vorträge^) handeln von den Flächen 
dritter Ordnung, welche schon vorher wiederholt sieh 
uns aufdrängten. Da gerade jetzt die G-eometer sich leb- 
haft mit diesen Flächen beschäftigen, so dürfte das fol- 
gende Verzeichniss der sie betreffenden Litteratur^) von 
allgemeinem Interesse sein: 

Cayley im Cambridge and Dublin Mathe]ii. Journal, vol. IV, 

Seite 118. 
Salraon, ebenda vol. IV, Seite 252 und Philos. Transactious 

1860, Seite 229. 
Sylvester, ebenda vol. VI, Seite 198 und Comptes rendus 1861,. 

I, Seite 977. 
Brioschi iu Tortobni, Annali di Matematica, 1856. 
Hesse im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 49, Seite 279. 
Grasamann, ebenda Bd. 49, Seite 59. 
Steiner, ebenda Bd 53, Seite 133. 
Schläfli im Quarterly Journal of Matli., vol. II, Seite 56 — 65 

und 110—120. 
August, Disquisiüoncs de superficiebus tertii ordinis (diss. inaiig. 

Berolini 1862). 
Clebseh im Journal f. d. r. u. a. Math., 1861 bis 1866, Bd. 

58, 59, 63, 65. 
Schröter, ebenda Bd. 62, Seite 265. 



1) Zeitscbrift für Mathematik und Physik X, Seite 453, 

=) Steiner in Crelle's Journal f. ä. r. u, a. Mathematilc Bd. 49, S. 34e. 

ä) Joachimsthal, ebenda Bd. 59, Seite lll. 

*) Clebsch, ebenda Bd. 62. Seite 64. 

5) [Die jetzigen Vorträge 7, 8, 9 der III. Abtheil im g]. 

') [Fast Biigleich mit der ersten Auflage dieses Buehes ersctien Cremona's 
„Memoire sur les Surfaces de troisieme ordre" in dem Journal für die r. n. a. 
Mathematik, Bd. 68]. 
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Aus dem. Voiivorfc zur ersten Auflage der zweiten Abtheiluiig. VII 

Salmoii, Geometi-y of three dimensioiis ; deutsch von Fiedler, 

Bd. II,' Seite 412. 
Schläfli in den Philos. Trausactions 1863, Seite 193. 
Sturm, Synthet. Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung, 

Leipzig 1867. 

In den meisten dieser Abhandlungen werden die Be- 
weise durch Rechnung geführt; nur Sehröter und Sturm 
benutzen fast ausschliesslich die Hülfsmittel der synthe- 
tischen Geometrie, indem sie der analytischen nur ein- 
zehie Sätze entlehnen. Die inhaltsreiche Abhandlung 
Steiner's giebt bekanntlich viele Hauptsätze über die 
Flächen dritter Ordnung und ihre 27 Geraden, jedoch 
ohne Beweis. Das Sturm'sche Werk konnte ich bei der 
Ausarbeitung meiner Vorträge nicht mehr zu Rathe ziehen, 
da es erst seit zwei Wochen in meinen Händen ist. 

Nachdem schon früher die zweite Steiner'sche Er- 
zeugungsart der Fläche kurz besprochen wurde, gehe ich 
im 21. [jetzt 7.] Vortrage aus von der Erzeugungsart 
Grassmann's, von welcher die vierte Steiner'sche ein 
besonderer Fall ist, d. h. ich betrachte wie Schröter 
die Fläche dritter Ordnung als Erzeugniss von drei colli- 
nearen Strahlen bilndeln. Ohne Weiteres gelange ich so 
zu der bekannten Abbildung der Fläche auf einer Ebene, 
welche namentlich Clebsch {a. a. 0. Bd. 65) eingehend 
discutirt hat, sowie zu zwei, der Fläche angehörenden 
Systemen von Raumcurven dritter Ordnung. Eine sofort 
sich ei^ebende, höchst einfache Construetion der Flache aus 
zwei dieser Raumcurven scheint bisher unbemerkt geblieben 
zu sein. Ich beweise u. A. auch, dass jeder beliebige 
Punkt der Fläche zum Mittelpunkte von einem der drei 
erzeugenden Strahlenbündel gewählt werden kann, und 
dass seine erste Polare hinsichtlich der Fläche eine Fläche 
zweiter Ordnung ist. 

Dem Nachweise der 27 auf der Fläche liegenden Ge- 
raden musste eine Theorie der ebenen Curven dritter Ord- 
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VIII Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der zweiten Abtheilung. 

nuug nothwendig vorangeschickt werden, wenn ich nicht 
mit Sehröter und Sturm aus der analytischen Geometrie 
die folgenden Hauptsätze als bekannt voraussetzen wollte : 
„Durch neun beliebige Punkte der Ebene lässt sich im 
Allgemeinen nur eine Curve dritter Ordnung legen; und 
zwei Curven dritter Ordnung sehneiden sich in höch- 
stens neun Punkten." Synthetisch sind meines Wissens 
diese Sätze noch nirgends bewiesen, wenngleich auch 
Chasles^) sie seiner Abhandlung über jene Curven zu 
Grunde legt. !N"ach vieler vergeblicher Mühe ist mir der 
Beweis endlich gelungen; auf ihn hauptsächlich gründet 
sieh die Theorie und Construction jener Curven. 

Die Lehre von den 27 Geraden unserer l^'läche er- 
giebt sich dann leicht aus ihrer Abbildung; ich habe neben 
den Steiner'schen Sätzen auch diejenigen über Schläfli's 
Doppelsechse entwickelt. Ueberhaupt ist fast Alles, was 
Steiner von der Fläche dritter Ordnung ausgesagt hat, im 
letzten [dem jetzigen neunten] Vortrage bewiesen worden, 
mit Ausnahme der Sätze aus der Polarentheorie. Auf die 
Untersuchungen Schläfli's über die ßealität der 27 Ge- 
raden bin ich nicht eingetreten; ebenso habe ich mich hin- 
sichtlich der Knotenpunkte, die in besonderen Fällen auf- 
treten können, auf Andeutmigen beschränkt. 

Zur Uebung für Studirende habe ich dem Buche 230 
Aufgaben und Lehrsätze beigefügt, jedoch nur solche, 
deren Auflösung oder Beweis sich ohne grosse Schwierig- 
keit aus den vorgetragenen Lehren ergiebt. Jedem An- 
fänger rathe ich dringend, die Gonstructions- Aufgaben 
wirklieh auszuführen, weil das Verständniss der Geome- 
trie der Lage durch das Zeichnen wesentlich erleichtert 
wird. Die Sammlimg enthält viele nützliche Theoreme, 
welche zum Theil metrische Kelationen betreffen. In die 



1 den Comptes rondua, T. 41, Seite 1190 (1855). 
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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage der zweiten Abtlieilung. IX 

zweite Hälfte habe ich vorzugsweise solche Sätze aufge- 
nommen , die mir als Ausgangspunkte neuer Theorien ge- 
eignet schienen , den Anfänger zu selbständiger Forschung 
anzuregen. Man findet hier u. A. die Sätze über die 
Kreisschnitte der Flachen zweiter Ordnui^, über die Foeal- 
axen von Kegeln zweiter Ordnung, über das Princip 
der reeiproken Radien, und namentlich diejenigen über 
den Fl&chenbündel und das Fläehengebüsch zweiter Ord- 
nung. 

Diese Flachengebilde zweiter Ordnung habe ich in 
die Aufgabensammlung verwiesen, weil ich mir hier eine 
kürzere Beweisführung gestatten und mich häufig auf An- 
deutungen des Beweises beschränken durfte. Die von mir 
benutzte Beziehung zwischen dem Flächengebüsche und 
einem räumlichen Systeme hat bereits Bern er ^) aufge- 
stellt; sie lässt sich auch bei Flachengebüschen nter Ord- 
nung unmittelbar anwenden, und dürfte sich auch bei 
diesen als fruchtbar erweisen. In sehr einfacher Weise 
führt sie mich auf die Steiner'sche Fläche vierter Ord- 
nung dritter Classe, welche vor vier Jahren zuerst von 
Kummer, Weierstrass, Schröter^), Cremona^) und 
Cayley*) untersucht wurde. Die Abbildung dieser Fläche 
auf einer Ebene, welche kürzlich von Clebsch^J und 
Cremona^} aus schon bekannten Gleichungen oder Eigen- 
schaften der Fläche abgeleitet wurde, ergiebt sich mir 
unmittelbar, und auf sie gründe ich die Theorie der 
Steiner'sehen Fläche. Ebenso direkt gelange ich zu der 



') Berner, De trän s form atione secundi ordinis cet. Dise, inaugni'alis. 
Berolini 186Ö. 

') Kummer, Weierstrass und Schröter in den Berliner Monata- 
beriohten 1863 oder im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 64, Seite 66, 70. 

') Cremona im Journal f. A. r. u. a. Math. Bd 63, Seite 315. 

'I Caylej, ebenda Bd, 64, Seite 172. 

^j Clebsch, ebenda Bd. 67, Seite 1 (1867). 

ä) Oremona in den Rendiconti del R. Istituto Lonibaiüo vol. IT (18S7). 
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X Aus dera Vorwort zur ersten Auflage der zweiten Abtheilung. 

windschiefen Fläche dritter OrdnuDg und zu mehreren 
Flächen vierter Ordnung, welche Schaareu von Kegel- 
schnitten enthalten und von Kummer a. a. 0. zuerst 
erörtert worden sind. 

Und so wünsche ich denn dem zweiten Theile meines 
Buches dieselbe günstige Aufnahme, welche der erste Theil 
gefunden hat. Mögen meine Vorträge mit dazu beitragen, 
dass der synthetischen Geometrie immer neue Freunde ge- 
wonnen werden , und dass das Interesse für diese be- 
deutende Schöpfung unseres Jahrhunderts immer weitere 
Kreise durchdringe. 



■icb, den 5. Octoher 1867. 



Der Verfasser. 
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Vorwort zur dritten AbtlieiluHg* der 

dritten Auflage. 



Von den neunzehn Vortragen dieser Abtheilung ent- 
hielt die erste Auflage (1868) nur sieben, nämlich die 
jetzigen Vorträge 1, 2, 3, 5, 7, 8, 9^) über die tebrae- 
dralen quadratischen Strahlencomplexe, die ^'^-Büschel, 
ähnliche Flächen zweiter Ordnung und über Flächen und 
ebene Curven dritter Ordnung. In der zweiten Auflage 
(1880) kamen hinzu die vier Vorträge 15 bis 18^) über 
Bündel und Gebüsche von Flächen zweiter Ordnung und 
über die Strahlencongruenz zweiter Ordnung zweiter Classe ; 
doch bildeten ihren Kern drei Abschnitte im Anhange 
der ersten Auflage. Diese eilf älteren Vorträge sind theils 
durch Zusätze erweitert, theils schon in der zweiten Auf- 
lage umgearbeitet worden. Von den Zusätzen seien er- 
wähnt eine Construction des achten associirten Punktes im 
zweiten Vortrage, die Construction einer Fläche zweiter 
Ordnung aus nenn ihrer Punkte im dritten, die Bündel- 
netze im siebenten und die Haupttangenteneurven der 
Steiner'schen Fläche im sechzehnten Vortrage. 

In der vorliegenden Abtheilung kommen nunmehr neu 



'I Die Vovti-äge 18, 19, 20, 22, 24, 25, 26 der zweiten Auflage II. Ab- 
theihmg. 

') Die Votti-äge 27 bis 30 der zweiten Auflage ir, Abtheilung. 
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XII Vorwort zur dritten Äbtheilimg dei- dritten Auflage, 

hinzu liie acht Vorträge 4, 6, 10 bis 14 lind 19 über die 
Hauptarten der i^^-Büschel, über Strahlencongruenzen zwei- 
ter Classe sechster Ordnung, über Regelflachen dritter Ord- 
nung, über die Polarentheorie der cubischen Fläche, ihre 
Polhexagder und das Pentaeder ihrer Kernflache, über 
Büschel und Bündel coUinearer Räume und die cubische 
Raumverwandtschaft und über das i'^^-Gebüsch mit einer 
Basisgeraden. Im Anhange sind hinzugefügt die Ab- 
schnitte über tetragdrale Complexe, specielle T^^-Büschel, 
Flächen dritter Ordnung, assoeürte Punkte, über F^- 
Bündel und .f^-Gebüsche mit Poltetragder und über ver- 
tauschbare CoUineationen und Correlationen. Nur der 
Abschnitt über das ^-Gebüsch und specielle Flächen vier- 
ter Ordnung flndet sich schon im Anhange der früheren 
Auflagen. 

Verschiedene ältere Namen und Ausdrücke habe ich 
in dieser Auflage durch bezeichnendere ersetzt, welche 
grossentheils von Rudolf Sturm eingeführt worden sind. 
Von Sturm's reichhaltiger ,, Liniengeometrie", deren erster 
Theil gerade in den letzten Tagen herausgekommen ist, 
konnte ich für mein Buch keinen Nutzen mehr ziehen. 



, E., den 30. Jnli 1892. 
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Erster Vortrag. 

Strahlencomplexe zweiten Grades, erzeugt durch 
collineare Räume, 



Im ersten Theile dieses Buches haben wir vornehmlich die 
CuEven, Büschel, Kegel und Regelschaaren zweiter Ordnung als 
Erzeugnisse einförmiger projectiTer Gr und ge bilde untersacht. Der 
/weite Tbeil handelte liaujt aLhlieh von den Flachen zweiter Oid 
nung unl den c ibiselien Riumcu^en wekhe luich lec poke bezw 
collmeaie Bindel und Fellei erzeugt Meiden In lieaem diitten 
Iheile nun wenden wn uab vor Allem zi Jen Erzeugnissen col 
lineaiei Rame ^ on lecipioken Räumen namlich wissen wir acl on 
iaas sie z 1 zweien i A eine Flache zweiter Oidnung erzeugen 
unl m be<iondeien Fallen ein räumliches Polaisystem (der abei 
ein Nullsystem bilden 

Wenn zwei colÜneare Räume S, Sj weder die Ebenen eines 
Ebenenbüschels noch die Strahlen einer linearen Congruenz ent- 
sprechend gemein haben, so erzeugen sie einen „ Strahlencomplex ", 
zu welchem wir die dreifach unendlich vielen Schuitfclinien von je 
zwei homologen Ebenen a, a^ der Räume rechnen. Jeder Strahl s 
dieses Complexes liegt, wenn wir ihn als Element von 2 und a 
auffassen, mit dem ihm entsprechenden Strahle Sj von Sj in einer 
Ebene «j und unterscheidet sich dadurch von einem beliebigen 
Strahle des Raumes. Rechnen wir den Schuittpunkt ssj der bei- 
den homologen Strahlen zu S^, so liegt der ihm entsprechende 
Punkt von 2 auf dem Strahle ß, sodass dieser Complexstrahl auch 
als Verbindungslinie homologer Punkte von S und S^ sich dar- 
stellt, Also: 

,,Der von den eolüneareu Räumen S und 2j erzeugte Strahlen^ 
„ complex besteht sowohl aus den Schnittlinien homologer Ebenen 
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2 Erster Vortrag. 

„als auch aus clen Verbindungslinien homologer Punkte der 

„Räume, ist demnach zu eich selbst reeiprok; er besteht zu- 

„ gleich aus den (jeraden, welche die ihnen entsprechenden Ge- 

„raden sehneiden. Durch die CoUineation von S und S^ wird 

„er in sich selbst tranaformirt." 

Beiläufig erinnere ich daran, dass der Axencomplex einer Fläche 

zweiter Ordnung durch coUineare Räume erzeugt werden kann 

(IL Äbth. Seite 153). 

Zwei homologe Ebenenbündel von S und S^ erzeugen mit 
einander die Sehneneongruena einer cubisehen Ranmcurve, welche 
ich eine „ Ordnungscurve " des Strahleneomplexes nenne, weil alle 
ihre Sehnen dem Complex angehören. Diese Curve kann in eine 
Gerade und einen Kegelschnitt oder in drei Gerade zerfallen; sie 
zerfällt allemal, wenn die Räume 2, 2^ gegen die Voraussetzung 
einen Ebeuenbüschel entsprechend gemein haben. Alle durch die 
Mittelpunkte S, Sj der Bündel gehenden Sehnen der Baumeurve 
liegen auf zwei Kegeln zweiter Ordnung. — Zwei homologe ebene 
Felder von S und S^ erzeugen die zu dem Strahleneomplex ge- 
hörige Äseneongruenz eines cubisehen Ebenen hasch eis, welchen 
ich einen „Ordnungs-Ebenenbüschel" des Compleses nenne; die 
in den beiden Feldern Hegenden Axen dieses Büschels bilden zwei 
Strahleubüschel zweiter Ordnung (II. Abth. S. 202). Also: 

Die durch einen beliebigen 1 Die in einer beliebigen Ebene 
Punkt S gehenden Strahlen des liegenden Strahlen des Com- 
Complexes bilden einen Kegel ; pleses bilden einen Strahlen- 
zweiter Ordnung, | büschel zweiter Ordnung, 

welcher jedoch iu zwei Büsche! erster Ordnung zerfallen kann. 
Wegen dieser Haupteigenschaft nennen wir den Strahleneomplex 
^,vom zweiten Grade", oder „quadratisch". Die in ihm enthaltenen 
Kegel und Strahlenbiischel heissen ,,Complexkegel" und „Com- 
plexstrahlenbüsehel", die von letzteren umhüllten Kegelschnitte 
heissen ,,Complexcurven". 

Der Strahleneomplex enthält dreifach unendlich viele Kegel 
und Complexcurven, sowie dreifach unendlich viele enbisehe Ord- 
nungscurven und Ordnungs-Ebenenbüschel. 

Die collinearen Räume 2 und 2^ können einzelne Punkte 
nnd Ebenen entsprechend gemein haben; dieselben sollen „Haupt- 
punkte" und ,, Hauptebenen" des von 2 und 2, erzeugten Strahlen- 
eomplexes heissen. Für sie erleiden die eben aufgestellten Sätze 
.eine Ausnahme; denn weil jeder Strahl eines Hauptpunktes oder 
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strahlen com plese xweiten Grades. 3 

einer Hauptebene von dem ihm entsprechenden Strahle geschnitten 
wird, so ergiebt sich: 

„Jeder dnrch einen Hauptpunkt gebende otler in einer Haupt- 
„ ebene liegende Strahl gehört zu dem Strahleneomplexe; jeder 
„ Complexkegel und jede Ordnungseurve des Complexes geht des- 
„halb durch alle Hauptpunkte, jeder Ordnungs-Ebenenbüsehel 
„enthält alle Hanptebenen des Complexes, und jede Complex- 
„curve wird von allen Haupt«beneo berührt." 

Weil die coUinearen Felder von S und S,, welche in einer 
Haoptebene aufeinander liegen, mindestens einen Punkt eatspre- 
chend gemein haben (H. Abth. S. TO), so muss in jeder Hauptebene 
mindestens ein Hauptpunkt liegen und ebenso durch jeden Haupt- 
punkt mindestens eine Hauptebeue gehen. Die collinearen Räume 
2, Sj haben der Voraussetzung nach keinen Ebenenbüsehel und 
somit (H. Äbtb. S. 7t) höchstens vier Ebenen entsprechend gemein; 
der von ihnen erzeugte Complex hat demnach höchstens vier Haupt- 
ebenen und vier Hauptpunkte, Wir können nun aber beweisen: 
„Der von zwei collinearen Räumen erzeugte quadratische Strah- 
,,leneomplex hat im Allgemeinen vier reelle oder imaginäre 
„Hauptpunkte und ebenso viele Hauptehenen; dieselben bilden 
„die Eckpunkte und Flächen eines Tetraeders, des sog. Hanpt- 
„ tetraeders , weshalb der Complex ein tetraedraler genannt 
„wird. Die beiden collinearen Räume haben dieses TetraSder 
„entsprechend gemein." 

Sei nämlich k^ eine cubiache Ordnungscnrve des Complexes 
und seien S, 6'j die homologen Bündel von S und S^, welche die 
Sehnencongmenz von l J erzeugen. Dann schneiden sich in jedem 
Punkte Pj von Je} zwei homologe Strahlen s, s^ dieser Bündel: 
und wenn wir den Punkt F^ zu '^^ und damit zu der Geraden 
s^ rechnen, so entspricht ihm in 3 ein Punkt F von 5. Der Raum- 
curve /cf entspricht also in 2 eine zu ihr projective cubische Raum- 
curve fc* derartig, dass jeder Strahl des Kegels S(kl) zweiter Ord- 
nung zwei homologe Punkte dieser Curven projicirt. Nun haben 
aber k^ und kf ausser dem Punkte S i. Ä. vier reelle oder ima- 
ginäre Punkte gemein (II. Abth, S. 198); jeder dieser vier Punkte 
aber entspricht sich selbst als Schnittpunkt beider Rauracurven 
mit einem Strahle des Kegels S(hl), und ist somit ein Hauptpunkt 
des Complexes. Auch die vier Verbindungsebenen der vier Haupt- 
punkte entsprechen in den collinearen Räumen sich selbst und sind 
die vier Hauptehenen des Complexes. Damit ist der Satz bewiesen. 
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4 Erster Vortrag. 

Zu bemerken ist dazu uoch, dass auch dann, wenn das Haapt- 
tetraeder imaginär ist, zwei seiner Gegenkanten reell sind (II. Abth, 
S. 199). Jede reelle Kante des Tetraeders ist der Träger von zwei 
homologen Punktveihen und von zwei homologen Ebenenbüschelu. 
der colliuearen Räume; diese Büschel haben zwei Hauptebenen und 
jene Punktreihen haben zwei Hauptpunkte der Kante entsprechend, 
gemein. Die Kanten des Haupttetraßders verbinden unendlich viele 
Paare homologer Punkte, und in ihnen schneiden sieh nuendlich 
viele Paare homologer Ebenen von S und Sj-, sie mögen deshalb 
„Doppelstrahlen" des Complexes heisseu. 

Jenachdem die vier Hauptpunkte reell oder paarweise imagi- 
när sind, oder zu zweien oder dreien oder endlieh alle vier zu- 
sammenfallen, ergeben sich verschiedene Arten des tetraedraleu 
Complexes. Beispielsweise hat der Axencomplex eines Paraboloides 
zwei mit dem unendlicii fernen Punkte der Hauptaxe zusammen- 
fallende Hauptpunkte. 

,,Wenu ein Strahlen husch el S erster Ordnung mehr als Kwei 
„ Strahlen des Complexes enthält, so besteht er aus lauter Com- 
,,p\exstrahlen; sein Mittelpunkt liegt in einer Hauptebeue, seine 
„Ebene aber geht durch einen Hauptpunkt des Complexes." 
Alsdann muss nämlich der Strahlenbüschel S von S mit dem ent- 
sprechenden Büschel Sj von Sj entweder eoucentrisch oder in einer 
Ebene oder perspectiv liegen, damit wirklich jeder Strahl von S 
den entsprechenden Strahl von S^ achneidet. In dem ersten Falle 
ist der Mittelpunkt des Büschels ein Hauptpunkt und liegt in einer 
Hauptebene, in dem zweiten ist seine Ebene eine Hauptebene und 
geht durch einen Hauptpunkt (Seite 3). Der letzte Theil des Satzes 
ist also nur noch für den dritten Fall zu beweisen, in welchem 
die Büschel S, S^ weder eoucentrisch noch in einer Ebene, wohl 
aber perspectiv liegen. Nun entspricht aber dem Strahle SS^ von 

5 ein durch S^ gehender Strahl von S^, welcher mit SSj in einer 
Hanptebene liegt; denn die Yerbindungs-Ebene dieser beiden ho- 
mologen Strahlen enthält noch zwei andere, den beiden Büscheln 
angehörige homologe Strahlen, sodass in ihr zwei Strahlen von S. 
und zugleich die entsprechenden beiden Strahlen von 2j liegen. 
Anf ähnliche Weise ergiebt sich, dass die Gerade von S, in wel- 
cher die Ebenen der beiden perspectiven Büschel sich schneiden, 
mit ihrer homologen Geraden einen Hauptpunkt gemein hat. 

Man nennt jeden Punkt, dessen Complexkegel in zwei Strah- 
lenbüschel zerfällt, einen ,,singulären" Punkt, und jede Ebene. 
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deren Complexstrahlenbüschel aus zwei Bflschela erster Ordnung 
besteht, eine „singulare" Ebene des Complexea. Aus dem Vor- 
hergehenden aber folgt der Satz: 

„Den Ort der singnläreu Punkte des Complexes bilden die 

„vier Hauptebenen, und den Ort der singulären Ebenen bilden 

„die vier Hauptpunkte." 
Bezieht man zwei Räume collinear so auf einander, dass sie 
die Eckpunkte Ä, B, C, D eines Tetraeders entsprechend gemein 
haben, und dass zwei Punkte E, i\, die ausserhalb der Tetraeder- 
fiächen nnd mit keiner Tetraederkante in einer Ebene liegen, ein- 
ander entsprechen , so erzeugen diese Räume einen tetraedralen 
Strahleneoniplex, von welchem ÄBCD das Haupttetraeder und 
EEi ein beliebiger Strahl ist. — Der Axencomplex einer cen- 
trischen Fläche zweiter Classe gehört zu den tetraedralen Strahlen- 
complesen; sein Haupttetraeder wird von den drei Symmetrie- 
Ebenen und der unendlich fernen Ebene gebildet. Die Pole einer 
veränderlichen Ebene bezügheh confocaler Flächen zweiter Classe 
■sind homologe Punkte colliuearer Räume, welche den Axencom- 
plex dieser Flächen erzeugen (IL Abth. Seite 153). 

Sind «, «j nud ß, ß^ zwei paar homologe Ebenen von S und 
Sj, die in den beiden Complesstrahlen a und b sich schneiden, 
so sind aß und «ißi die Äsen von zwei homologen Ebenenbü- 
scheln der eollinearen Räume; diese Ebenenbüschel aber erzeugen 
eine „in dem Strahlencomples enthaltene" Regel- oder Kegel- 
fläche zweiter Ordnung, welche durch a, b und alle Hauptpunkte 
geht. Also: 

,,Zwei beliebige Complexstrahlen ra, b können alleraal durch 

„eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden, welche eine 

„Schaar von Complesstrahlen sowie alle Hauptpunkte ent- 

„hält." 
'Weil aß eine ganz beliebige Gerade des Bauraes 2 ist, so ent- 
hält der Comples vierfach unendlich viele Flächen zweiter Ord- 
nung. — Durch a und b geht ebenso eine in dem Complexe 
enthaltene li'läche zweiter Classe, welche alle Hauptebenen be- 
rührt. 

Jene durch a, b und alle Hauptpunkte gehende Fläche zwei- 
ter Ordnung kann durch zwei projective Ebenenbüschel a, b er- 
zeugt werden, von welchen in jedem Hauptpunkte zwei homo- 
loge Ebenen sich schneiden. Für den Fall eines reellen Haupt- 
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I ergeben sich somit die folgenden Fimdameutal-Eig 
Schäften*) des tetraedralen Complexes: 



Die Eckpunkte des Rauptte 
traeders werden aus je zwei 
Strahlen des Complexes durch 
projective Ebenenbüschel proßcirt. 



Die Flächen des HaupäetraS- 
ders werden von je swei Strahlen 
des Complexes in projectiven 
Punktreihen geschnitten. 



Durch diese Sätze erhält die Aufgabe 15 int Anhange der „Syste- 
mat. Entwickelung . . ." eine andere Auflösung, als Jacob Steiner 
erwartete. Die Geraden, welche die vier Ebenen eines Tetraeders 
in einem gegebeneu Doppelverliältnisse schneiden, berühren nämlich 
nicht eine Fläche, wie Steiner annahm, sondern sie bilden einen 
quadratischen Complex. Das Doppel verhältniss ist (II.Abth. Seiteil) 
eine Invariante des Complexes. 

,,Ein tetraedraler Complex ist bestimmt, sobald von ihm das. 
„reelle Haupttetraeder ABCD und ein Strahl s gegeben ist,, 
„welcher keine Kante des Tetraeders sehneidet." 
Denn jeder andere Strahl t des Complexes muss der Bedingung 
t (ABCD) 'X s (ABCD) genügen und unterscheidet sich dadurch 
von den nicht dem Complexe augehörigen Geraden. Der Com- 
plex wird erzeugt durch zwei coUineare Bänme, welche das Te- 
traeder ABCD entsprechend gemein haben, und von denen zwei 
homologe Punkte beliebig auf s angenommen werden. 

Die folgenden Betrachtungen führen noch zu anderen Con- 
structionen dieses Complexes. Zunächst ist der Complexkegel eines 
jeden auf s gelegenen Pnnktes S durch seine fünf Strahlen s,. 
SA, SB, SC und SD bestimmt. Der Kegel zerfällt, wenu S in 
einer Hauptebene, etwa in BCD liegt, in zwei Strahlenbüsche], 
von welchen der eine in BCD und der andere in der Ebene As 
liegt. In der That enthält der letztere Büschel drei Strahlen des 
Complexes, nämlich SA, s und den in der Hauptebene BCD lie- 
genden Strahl, und besteht folglich aus lauter Complexstrahlen. 
Beiläufig ergiebt sich hieraus: 

„Die Complexstrahlen, welche eine Fläche des Haupttetraedera 
„in einem beliebigen Punkte schneiden, bilden einen Strahlen- 
„büschel, dessen Ebene durch den gegenüberliegenden Haupt- 
,,pnnkt geht. Zu jeder Geraden a, welche durch einen Haupt- 
„punkt A geht und in einer Hauptehene ACD liegt, kann 

*) Dieselben werden zuerst von Herin H. Müller aiisgeaproolien in den 
„Mathemat. Annalen", Bd. I. 
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„folglich eine Geratle b construirt werden, welche in der Haupt- 
„ebene BCD liegt und durch den Hauptpunkt B geht, sodass 
,,alle mit a und b incidenteu Strahlen dem Complexe angehören. 
„Die Geraden a und b sind homologe Strahlen von zwei pvojee- 
„tiven Büscheln Ä nud B." 

Zur Begründung dieser letzten Behauptung sei bemerkt, dass 
die Complexstrahleo, welche die dritte Haiptebene D Ah in einem 
gegebenen Punkte schneiden, mit je zwei zusammengehörigen Ge- 
raden a, b ineident sind und tiuen vu A und B peispectiveu 
Büschel bilden. Die Regelsehaai en und Kegel des Complexes sind 
au den Büscheln A und B pio]ectiv und eizpugen mit ihneu pro- 
jeetive Kegelschnitte. — Der tetraedrale Complex enthält also un- 
endlich viele lineare Congruenzen; er kann auf sechs Arten durch 
eine lineare Congruenz beschrieben werden. Von dem Haupt- 
tetraeder ^ B Ci) und dem Complexstrahle s ausgehend kann man 
diese Congruenzen und damit den ganzen Complex ohne Schwierig- 
keit linear construiren. 

Aus dem vorhergehenden Satze folgt: 



Die Complexkegel , deren 
Mittelpunkte mit einem Haupt- 
punkte A in einer Geraden lie- 
gen, schneiden alle die gegen- 
überliegende Hauptebene BCD 
in demselben Kegelschnitt. 



Die Complexcurven, deren 
Ebenen sich auf einer Haupt- 
ebene schneiden, werden alle aus 
dem gegenüberliegenden Haupt- 
punkte durch denselben Kegel 
projicirt. 

Für jeden durch collineare Räume 2, S^ erzeugten Strahlen- 
complex gilt der Satz: 

,,Drei beliebige Complexstrahlen «, J, c, die nicht auf einer in 
„dem Complexe enthaltenen Fläche zweiter Ordnung oder zwei- 
„ter Classe liegen, bestimmen eine cuhische Ordnungscurve des 
„Complexes, von welcher sie Sehnen, und einen cubischen Ord- 
„nnngs-Ebenenbüschel, von welchem sie Axen sind." 
Nämlich die drei paar homologen Ebenen von 2 und S, , welche 
in a, b und c sich schneiden, gehören zu zwei bestimmten homo- 
logen Strahlenbündeln von 2 und S^, und diese erzeugen die 
durch a, b, c bestimmte Ordnungscurve und deren Sehneneon- 
gruenz. Wenn zwei der Strahlen a, b, c sieh schneiden, so geht 
die Ordnungscurve durch den Schnittpunkt F; und da der Com- 
plexkegel P durch homologe Ebenenbiischel von 2 und S^ erzeugt 
wird, so ergiebt sich: 

„Durch einen Complexstrahl a und einen ausserhalb a liegenden 
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„Punkt P ist eine cubische Ordoungscurve des Complexes be- 
„ stimmt, welcbe durch P geht und a zur Sehne hat. Durch 
„je zwei Punkte P, P^ eines Complexstrahlea a geht allemai 
„eiue Ordnungseurve." 
Jedoch darf a weder durch einen Hauptpunkt gehen noch in einer 
Hauptebene liegen. 

„Wenu zwei Complexkegel oder überhaupt zwei in dem Com- 
„plese enthaltene Flächen zweiter Ordnung sich in einem Com- 
„pleKstrahle a und einer cubischeu Eanmcuvve schneiden, so ist 
„letztere eine Ordnungseurve des Complexes." 
Denn diese Eaumcurve fällt zusammen mit derjenigen Ordnungs- 
eurve, welche durch a und zwei andere auf den beiden Flächen 
liegende Complexstrahlen h, c bestimmt ist. 

Zwei beliebige Ordunugscurveii k^ und l^ werden durch zwei 
paar homologe Strahlenbündel K, Jf, und Jj, ij von S und Sj 
erzeugt; sie haben jede Sehne mit einander gemein, in welcher 
zwei homologe Ebenen der Büschel KL und K^L^ sieh schneiden. 
Da die beiden Büschel i. A. eine Eegelschaar erzeugen, so er- 
giebt sich: 



Zwei beliebige Ordnnugs- 
n des Complexes haben alle- 
mal eine Sehaar gemeinsamer 
Sehnen und liegen mit dieser 
Schaar auf einer Regelfläche zwei- 



Zwei beliebige Ordnungs- 
Ebenenbüschel des Complexes 
haben eine Schaar gemeinsamer 
Axen und sind einer Regelfläche 
fläche zweiter Classe unisehrie- 



ter Ordnung, die aber in einen j ben, welche in eine Cnrve zwei- 
Kegel ausarten kann. \ ter Classe ausarten kann. 

Der Strahlen complex ist bestimmt, wenn von ihm irgend zwei 
Orduungscurven /c' und l^ gegeben sind. Verbindet man nämlich 
A* und l^ mit irgend einer ihrer gemeinschaftlichen Sehnen s 
durch zwei Flächen zweiter Ordnung, was auf unendlich viele 
Arten möglich ist, so schneiden sich diese, weil sie in dem Com- 
pl n halt n sind, im Allgemeinen in s und einer von k^ und 

l^ hin Ordnungseurve. Die so bestimmten Ordnungs- 

ci nun hal en mit einer beliebigen Ebene mindestens je eine 
S hn n welche die Complexcurve der Ebene berührt; und 
da d C on der zweiten Classe ist, so wird sie durch fünf 

ihrei Tangenten bestimmt. Durch /c' und l^ sind also alle in 
einer beliebigen Ebene liegenden und folglieh überhaupt alle Com- 
plexstrahlen bestimmt. 

Wir können nunmehr den folgenden Satz aufstellen, dessen 
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Beweis für den Fall eines reellen Haupttetraeders schon vorhin 
(Seite 6) geführt worden ist: 

Sollen zwei Bäume colUnear auf einander bezogen werden, so 
dass sie einen gegebenen StrcMeneomplex zweiten Grades erzeugen, 
so Icann man zwei Punkte P und P^, die auf einem heliebigen 
Complexstrahle hegen, oder zwei Ebemn, die sich in tinem Com 
]}lexst) a/ile schneiden, odet endlich zuet tn einer Ebene liegende 
Com} leif strahlen als entsprechende einander zuuet^ien Didvrck 
ist abe» zu jedem Elemente des einen Raumes das entspt eckende 
Element des anderen volhj bestimmt 
Die Punkte P und P^ namlieli die m den Räumen 2 und 2j em- 
anier eut%]iecheu ^sollen sind die MitteJp mkte Ton zwei Bundein 
deien colliueaie ^ ei vandtschaft durch den gegebenen Strahlencom 
plex testgesiellt wird Denn jeder Oomplexstiahl von 1 hegt mit 
dem entsprechenden Stiahle des Bundeis Pj lu emei Ebene die 
Comilexkegei 7 und Pj welche den Stiahl Plr^ und noch eine 
duich P und Pj gehende cubische Kanmcuive k^ gemein haben 
sind also in der M eise projecti\ auf einander zu beliehen dass 
le zwei hfmologe Strahlen deiselben sich •wif der Oidnungscuive 
k^ schneiden. Dadurch sind zugleich die Bündel P, P, coUinear 
auf einander bezogen, so dass je zwei homologe Ebenen derselben 
eine Sehne von Jc^ mit einander gemein haben. 

Sei nun P eine von k' verschiedene Ordnungscurve des Com- 
plexes, und seien Q und Q^ die noch unbekannten Mittelpunkte 
der colliuearen Bündel von S und 3j, durch welche die Sehnen 
der cubischen Raumcurve l^ erzeugt werden. Die gemeinschaft- 
lichen Sehnen von k^ und P bilden entweder eine Regelachaar 
oder einen Kegel zweiter Ordnung, und werden folglich aus P 
und P^ durch zwei Ebenenbüschel projicirt, Die Äsen dieser 
Ebenenbüschel sind Leitstrahlen der Regelscliaar resp. Strahlen 
des Kegels, und haben nur je einen (von dem Mittelpunkte des 
Kegels i. A. verschiedenen) Punkt mit der Curve P gemein (II. Abth. 
Seite 195). Wir müssen diese beiden Punkte als Mittelpunkte der 
gesuchten Bündel Q und Q^ annehmen, so dass PQ und PiQj 
die Äsen jeuer Ebenenbüschel sind. Bezieben wir die Bündel Q, Q^ 
collinear so auf einander, dass ihre homologen Ebenen in je einer 
Sehne der Ordnungseure l" sich schneiden, so entspricht dem ge- 
meinschaftlichen Ebenenbüschel PQ der Bündel P und Q der ge- 
meinschaftliche Ebenenbüschel P^Q^ der Bündel Pj und Q^; und 
dieses ist nothwendig und hinreichend, damit durch die Bündel 
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P und Q von S und die za ihnen collinearen Bündel P^ und Qi 
von Sj auch die Räume S uud S^ colUnear auf einander bezogen 
werden {vergl. II, Äbth. Seite 25). Der von S und S, erzeugte 
Strahlencomplex aber ist identisch mit dem gegebenen, weil er mit 
ihm alle Sehnen der Ordnungscurven Tc^ und V gemein hat. 
Beiläufig ergiebt sich aus diesem Beweise: 
,,Zwei beliebige Raumcurven dritter Ordnung h^ und l^, deren 
„gemeinschaftliche Sehnen eine Regelschaar oder einen Kegel 
„zweiter Ordnung bilden, können als Ordnuug'-cuiven eines 
,, durch sie bestimmten quadratischen Stial lencomplexes le 
„trachtet werden." 

Werden nicht zwei Punkte P, P, eines Comjilexitrihlc^ son 
dem zwei sieh schneidende Complexstrahleu s s, oder auch zwei 
Ebenen u, x, eines Complesstrables als homologe Elemente dei 
collinearen Räume S, Sj angenommen, so können wii diese Falle 
sofoi-t auf den soeben erledigten zurückführen Namlit,li einem 
Punkte P von S entspricht der Punkt Pj von Oj welchei mit P 
auf einem dritten Complesstrahle der Ebene stj liegt und weil 
der Complexstrablenbüscliel in ss^ als Theil des Complexes j,egeben 
ist, so kann zu F der entsprechende Punkt P^ sofoit gpfunden 
werden. Ebenso kann zu jedem Complexstiahle i dei El ene tu 
der entsprechende s^ von tu^ leicht gefunden ■iieideii da beide 
sich auf der Geraden xtUj schneiden müssen; dem Schnittpunkte 
P von zwei Complex strahlen der Ebene -k entspricht aber der 
Schnittpunkt P; der homologen Complexstrahleu von Xj. Da je 
zwei die Ebenen t. und TCj enthaltende homologe Bündel der col- 
linearen Räume eine durch ihre Mittelpunkte P, Pj gehende Ord- 
nungscurve erzeugen, von welcher die Gerade tctc^ eine Sehne ist, 
so ergiebt sich beiläufig: 

„Zwei durch einen Complexstrahl a gehende Ebenen werden 
„von den Ordnungscurven, welche« zur Sehne haben, in colli- 
,,nearen Punktfeldern geschnitten." 

Construiren wir zu einem Räume S alle möglichen colhnearen 
Räume, welche mit S einen gegebenen Strahlencomplex erzeugen, 
so liegen die Punkte, welche einem gegebenen Punkte P von 2 
entsprechen, auf dem Complexkegel von P, weil jeder von ihnen 
mit P einen Oomplexstrahl bestimmt; die Ebenen, welche einer 
gegebenen Ebene tu von S entsprechen, gehen durch die Cömplex- 
strahlen von t:; von den Complexstrahlen, welche einem gegebenen 
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Gomplexstrahle s von 2 entsprechen und also denselben schneiden, 
bilden die durch einen Pvinkt von s gehenden einen Kegel zweiter 
Ordnung, und die in einer Ebene von s liegenden einen Strahlen- 
biischel zweiter Ordnung. 

Je zwei dieser zu 2 collinearen Räume sind auch zu einander 
collinear; sie erzeugen jedoch nur in besonderen Fällen denselben 
Strahl enconiplex mit einander, welchen jeder von ihnen mit 3 er- 
zeugt. Sollen nämlich je zwei der collinearen Räume !S, S^ und Sg. 
einen gegebenen quadratischen Complex erzeugen, und sind P, 
P[, Pg ^'^^' homologe Punkte, tc, %, JCg drei homologe Ebenen, 
und s, Sj, Sg drei homologe Complexstrahleu von resp. 2, 2^ und 
Sg, 80 muss Folgendes eintreten: Die homologen Punkte P, P;^, P^ 
liegen entweder auf einem und demselben Gomplexstrahle oder 
auf einer lind derselben Ordnungseurve, weil die Complexkegel P 
und Pj die resp. Strahlen PP^ und P^P^ enthalten, also beide 
durch Pg gehen, und ausserdem den Strahl PX\ mit einander 
gemein haben; ebenso liegen die homologen Ebenen tc, tc^, iüj ent- 
weder in einem und demselben Ordnnngs-Ebenenbüschel, weil jede 
ihrer drei Schnittlinien ein Complexstrahl ist, oder sie sehneiden 
sieh in einem und demselben Gomplexstrahle; endlich müssen die 
homologen Complexstrahleu s, s^, s^, weil jeder von ihneu die 
beiden anderen schneidet, entweder in einer und derselben Ebene 
liegen und deren Complexcurve berühren, oder sie müssen durch 
einen und denselben Punkt gehen und dessen Gomplexkegel an- 
gehören. Wenn die homologen Ebenen tc, tc^, itg durch einen 
Complexstrahl a gehen, so liegen je drei homologe Punkte P, P^, P^ 
derselben auf einer Ordnungseurve k^, welche a zur Sehne hat, 
und je drei durch resp. P, Pj , Pj gehende homologe Ebenen von 
S, 2^ und 2^ schneiden sieh in einer Sehne von k^; je drei ein- 
ander entsprechende Complexstrahleu dieser Ebenen aber gehen, 
weil sie sich schneiden müssen, durch einen und denselben Punkt 
der Sehne. Ueberhaupt ergiebt sich der Satz: 

Werden zu einem Baume S alle diejenigen collinearen Bäume 
construirt, welche nicht Mos mit S, sondern auch zu zweien mit 
einander einen gegebenen quadratischen Strahlencomplex erzeugen, 
so findet einer der folgenden beiden Fälle Statt: 

J) Entweder bildet jede Ebene von 2 mit allen ihr entsprechenden 
Ebenen einen Büschel erster Ordnung, dessen Axe ein Com- 
plexstrahl ist, und jeder Punkt von 2 bildet mit seinen 
homologen Punkten eine cuöische Ordnungseurve, jeder Com- 
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plexstrakl aber mit seinen homologen Strahlen einen Com- 

plexkegel; 

2) Oder jede Ebene von 2 bildet mit den ihr entsprechenden 

Ebenen einen cubischm Ordmmgs-Ebenenbüsohel, jeder PunJU 

von 2 liegt mit seinen homologen Punkten auf änem Com- 

plexstrahle, und jeder Complexstrahl von 2 umhüÜt mit 

seinen homologen Strahlen eine Complexcurve zweiter Classe. 

Die Gesammtheit dieser Räume nenne ich im ersteren Falle 

«inen „Büschel" und im letzteren Falle eine „Schaar coltinearer 

Bäume," Der Büschel (die Schaar) ist durch zwei seiner (ihrer) 

col linearen Räume bestimmt. 

Zum Sehhisse sei noch bemerkt, dass von zwei collinearen 
Räumen, welche einen Ebenenbüschel v und also {IL Abth. Seite 72) 
auch eine Punktreihe u entsprechend gemein haben, ein zerfallender 
quadratischer Complex erzeugt wird. Derselbe hat alle Punkte 
von u zu Hauptpunkten und alle Ebenen von v zu Hauptebenen 
und zerfällt deshalb in die speciellen linearen Complexe u und v. 
Die Verhindungslinieii homologer Punkte der beiden Räume schneiden 
die Axe v, uud die Schnittlinien homologer Ebenen schneiden die 
Oerade u. Der Axencomplex einer Rotationsfläche zweiter Ordnung 
zerfällt auf diese Art. 



Zweiter Vortrag. 

Büschel von Flächen zweiter Ordnung; Schaaren von 

Flächen zweiter Classe. Raumcurven und Ebenen- 
büschel vierter Ordnung erster Art, 



unsere Theorie der quadratischen, von collinearen Räumen 
erzeugton Strahlen complexe gewinnt an Anschaulichkeit und Be- 
deutsamkeit und wird zugleich fruchtbar für die Flächen zweiter 
Ordnung oder Classe, wenn wir die erzeugenden collinearen Bäume 
S, S^ auf einen dritten Raum S' reciprok beziehen. Zunächst 
wird dadurch der von S und Sj erzeugte Oomplex in zweifacher 
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Weise projectiv auf 2' bezogen. Nämlich jedem Punkte Yon S' 
entsprechen zwei homologe Ebenen von S und 2^ und damit zu- 
gleich der Complexstrahl , in welchem sie sich sehneiden; und wenn 
ein Punkt eine beliebige Gerade / oder Ebene «' in S' durch- 
läuft, so beschreibt der ihm entsprechende Complexstrahl i, Ä. 
eine zu g projective Regelschaar oder Kegelfläche resp. die zu a' 
projective Sehnencongruenz einer cubisehen Ordnungscurve. Ebenso 
entsprechen jeder Ebene von 2' zwei homologe Pankte von 2 und 
S, und der sie verbindende Complexstrahl; und wenn die Ebene 
sich um einen auf ihr liegenden Punkt X dreht, so besehreibt 
dieser Strahl die zum Bündel Ä projective Axencougruenz eines 
Ordnungs-Ebeneubüschels des Complexes. Jedem Complexstrahle 
von S und Sj entsprechen in 2' zwei sich schneidende Strahlen, 
ihr Schnittpunkt und ihre Verhindungs-Ebene. Der von 2 und Sj 
erzeugte Strahieneomplex ist, wie man zu sagen pflegt, sowohl 
auf den Piinktraum 2' als auch auf den Ebenen-Raum 2' projectiv 
„ abgebildet ". 

Wir wollen mm voraussetzen, die zu 2' reeiproken Räume 
2 und 2j liegen involutoriseh zu 2' und bilden mit 2' zwei räum- 
liche Polarsvsteme. Als Orduungsflächen der letzteren können wir 
zwei beliebige nicht singulare Flächen zweiter Ordnung willkürlich 
annehmen. Danu ergiebt sich: 

,,l^wei räumliche Polarsysteme erzeugen im Allgemeinen einen 
„Strahieneomplex zweiten Grades; derselbe enthält jede Gerade, 
„deren zwei Polaren sieh schneiden. Jedem Punkte ist ein ihm 
„zweifach conjugirter Complexstrahl zugeordnet, nämlich die 
,, Schnittlinie seiner beiden Polarebenen; ebenso entspricht jeder 
„Ebene ein ihr zweifach conjugirter Complexstrahl, nämlich die 
,, Verbindungslinie ihrer beiden Pole." 

Einem Complexstrahle g' ist hiernach in beiden Polarsystemen 
sowoh! eine Ebene "f als auch ein Punkt (? conjugirt; durch G 
gehen und in y liegen die beiden Polaren g und g^ von g' . Suchen 
wir von g die beiden Polaren, so fällt die eine mit g' zusammen, 
die andere liegt mit g' in der einen Polarobene von ö und 
schneidet (/' in dem einen Pole von Y- Daraus folgt: 

„Der Strahieneomplex ist in Jedem der beiden Polarsysteme sich 
„selbst zugeordnet, indem die Polaren jedes Complexstrahles 
,, wiederum Complexstrahlen sind." 

Wenn ein Punkt eine Gerade t durchläuft, so beschreiben 
seine Polarebenen zwei projective Büschel \ ly und der ihm con- 
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14 Zweiter Vortrag. 

jugirte CompleKstrahl beschreibt einen Kegel oder eiue Regslscliaar 
zweiter Ordnung, jenaehdem die beiden Polaren l, l^ von l' sieb 
schneiden oder nicht. Im ersteren Falle ist l' selbst ein Coniplex- 
Btrahl; also: 

„Die beiden Complexstrablen , welche zwei beliebigen Punkten 
„P, Q doppelt conjugirt sind, schneiden sich nur dann, wenn 
„die Gerade PQ dem Complexe angehört." 

In jedem Hanptpunkte des Strablencomplexes vereinigen sieh 
die beiden Pole einer Ebene, und diese ist eine Haaptebene des 
Complexes, weil in ihr die beiden Polaren des Hauptpunktes zu- 
sammenfallen. Also : 

„Jedem Hauptpunkte A des Complexes ist in den beiden Polar- 
,, Systemen eine und dieselbe Hauptebene a als Polare zugeordnet." 
Wenn ein Punkt P eine durch den Hauptpunkt A gehende 
Gerade l durchläuft, so beschreibt der ihm zweifach conjugirte 
Complexstrahl p eine durch A gehende Ebene X. Denn die beiden 
Pülarebenen von F beschreiben zwei perspective Ebenenbüsohel, 
•welche die Hauptebene a entsprechend gemein haben, und die 
Schnittlinie p dieser Ebenen beschreibt demnach einen Strahlen- 
büschel erster Ordnung; die Ebene \ des letzteren aber geht durch 
A, weil dem Schnittpunkte von l und a. ein durch A gehender 
Complexstrahl entspricht. Jedem iu \ enthaltenen Punkte Q ist 
ein Punkt P von l und ein durch P gehender Complexstrahl q 
doppelt conjugirt; und wenn (> in X die Gerade AQ = m durch- 
läuft, so bescbreibt q eine durch l gehende Ebene \t.. Damit ist 
-die linke Hälfte des Doppelsatzes bewiesen: 



Die Complexstrahl en und die 
ihnen zweifach conjugirten 
Punkte werden aus jedem Haupt- 
punkte A durch zugeordnete Ele- 
mente eines polaren Bündels, 
d. h. durch Ebenen des Bün- 
dels und durch deren Polstrahlen 
projicirt. 



Die Comp lexs trab len und die 
ihnen zweifach conjugirten 
Ebenen werden von jeder Haupt- 
ebene cc in zugeordneten Ele- 
menten eines polaren Feldes, 
d. h. in Punkten des Feldes 
und in deren Polstrahlen ge- 
schnitten. 



Durch deu Ordnungskegel des polaren Bündels wird aus A 
die Eaumourve projicirt, in welcher die Ordnungsflächen der beiden 
Polarsysteme sich schneideu, Denn einem beliebigen Punkte P 
dieser Curve ist die Gerade^ doppelt conjugirt, welche die beiden 
Orduungsflächen und die Curve in P berührt; und P wird demnach 
„aus A durch einen Strahl des Ordnungskegels, p aber durch dessen 
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Berührungs ebene projicirt. — Die Ordnuugscurve des polaren Feldes 
in a (rechts) mrd vou den gemeinsamen Berühr an gsebenen der 
^Deiden OrdDungsfläehen umhüllt, wie analog sich ergiebt. 

Wir schliessen wie im letzten Vortrage den singulären Fall 
vorläufig aus, in welchem der Strablencomplex unendlich viele 
Hauptpunkte und Hauptebenen hat. Der Compiex hat dann höch- 
stens vier Hauptpunkte und vier Hauptebenen, und das von ihnen 
gebildete Haupttetraeder ist ein gemeinsames Poltetraeder der beiden 
Polarsysteme, indem jeder Eckpunkt von der ihm gegenüber- 
liegenden Ebene der Pol igt. Die soeben gemachte Annahme, 
dasa nur einzelne Hauptpunkte und Hauptebenen vorhanden sein 
sollen, lässt sich deshalb auch so ausdrücken: 

,,Die beiden Polarsysteme sollen höchstens ein Poltetraeder 

„ABCD gemein haben, sodass von keinem fünften Punkte die 

,,Polarebeneii zusammenfallen." 
Ist dieses Haupttetraeder reell, so werden seine Eckpunkte aus 
je zwei Comp lex strahlen durch projective Ebenenbüscbel projicirt, 
seine Flächen aber werden von je zwei Complexstrahlen in pro- 
jectiven Punktreiben geschnitten (Seite 6). 

Den Punkten einer beliebigen 1 Den Ebenen eines beliebigen 
Ebene 'f\ sind in den beiden i Punktes sind in den beiden 
Polarsystemen die Sehnen einer 
Orduungscurve k^ des Complexes 
conjugirt, welche durch alle 
Hauptpunkte geht. Umgekehrt: 
Den Sehuea nud Punkten jeder 
cubiscben Ordnungseurve sind 
die Punkte und Complexstrahlen 
einer Ebene zweifach coujugirt. 

Wenn nämlich ein Punkt die Ebene t] durchläuft, so besehreiben 
seine beiden Polareheneu zwei coUineare Bündel, und diese er- 
zeugen die Orduungscurve h^ und ihre Sehnencongruenz. Ist um- 
gekehrt k^ gegeben, so bestimme man zu drei beliebigen Sehnen 
«, h, c von k^ die ihnen zweifach conjugirten Punkte und ver- 
binde letztere durch eine Ebene; den Punkten dieser Ebene sind 
dann die Sehnen einer Ordnungseurve conjugirt, welche mitÄ^ die 
Sehneu a, b, c gemein hat und folglieb mit k^ identisch ist (Seite 7). 
Jeder Punkt der Ebene 15 ist dem Punkte der Ebene zweifach con- 
jugirt, durch welchen die ibm eonjugirte Sehne von h" geht. Die 
in der Ebene liegenden Punkte und Sehnen von k^ sind paarweise 



die Axen eines 
Ordnungs-Ebenenbüsehels des 
Complexes coujugirt. Umgekehrt : 
Den Axen und Ebenen jedes 
cubischen Ordnuugs- Ebenen- 
büschels sind die Ebenen und 
Complexstrahlen eines Punktes 
zweifach coujugirt. 
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coujugirt und bilden i. A. ein gemeinsames Poldreieck der beiden 
Polarsysteme. 

Der Strahleneomplex wird erzengt durch zwei collineare Räume 
2 und 2j, welche zn einem dritten 2' reeiprok sind und mit S' 
die beiden Polarsysteme bilden. Constmiren wir jetzt einen zu S 
und Sj collinearen Raum Sg, welcher mit jedem der Räume S 
und S^ den gegebenen Coniplex erzeugt, so gehen (Seite 11} ent- 
weder je drei homologe Ebenen von 2, Sj und S^ durch einen 
und denselben Complexstrahl , oder je drei homologe Punkte dieser 
Räume liegen auf einem Com ples strahle. In beiden Fällen läßst 
sieh beweisen, dass auch S3 zu dem ihm reciproken Räume 2' 
inyolutorisehe Lage hat und mit letzterem ein Polarsystem bildet. 
Dieses leuchtet von selbst ein, wenn der Complex ein reelles Haupt- 
tetraeder besitzt, indem dasselbe auch von dem dritten Polar- 
systeme ein Poltetraeder bildet. Ist das Haupttetraeder imaginär 
oder ein ausgeartetes, so führen wir den Beweis auf folgende 
Weise. 

Im ersteren der genannten Fälle entsprechen jedem Punkte P 
von S' drei Ebenen 7t, Tt^ und r.^ in resp. S, 2^ und 2^, welche 
sich in einem Complexstrahle schneiden; und jedem Punkte B dieses 
Strahles entsprechen drei Ebenen p, pj und p^, welche sich in 
einem durch P gehenden Complexstrahle schneiden, weil P und P 
in den gegebenen beiden Polarsystemen coujugirt sind. Da also 
auch in 2^ jedem der Punkte P und B von 2' eine durch den 
anderen gehende Ebene entspricht, so liegt die Punktreihe FB 
von 5' involutoriseh zu dem ihr entsprechenden Ebenenbüschel 
■jugpg von 2a, Das Gleiche gilt von jeder Punktreihe, welche 
zwei zweifach conjugirte Punkte verbindet. Ist nun in 2' ein 
ebenes Feld 11 gegeben, und entspricht demselben in 2^ ein 
Strahlenbünde! E^, dessen Mittelpunkt nicht in -t] liegt, so können 
auf diese Weise in r^ zweifach unendlich viele Punktreihen auge- 
geben werden, welche zu den entsprechenden Ebenenbüscheln von E^ 
involutoriseh e Lage haben. Lägen vj und E^ nicht involutoriseh, 
so würden in v] nur einfach unendlich viele solche Punktreihen 
vorkommen, und zwar in den Strahlen eines Büschels ei&tei Oid- 
nung (IL Äbth. Seite 118); es liegen silso v] und E^ involutoriseh 
Weil aber das Gleiche von jedem ebenen Felde in 2 und dem 
entsprechenden Strahlen bündel in 2^ gilt, so haben auch 2 und 
2g involutoriseh e Lage, wie behauptet wurde. — Für den zweiten 
der beiden genannten Fälle, welcher aus dem ersteren auch mittelst 
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des Priucips der Dualität sich ergiebt, kanu der Beweis auf ana- 
loge Weise geführt werden. 

Mit Beräcksichtigung der letzten Sätze des vorli ergehenden 
Vortrages (Seite 11) ergieht sich hieraus Folgendes: 

„Zwei gegebene räumUche Polarsysteme bestimmen einen 
„Böschel und eine Schaar von einfach unendlich vielen Polar- 
„systemen, von denen je zwei denselben quadratischen Strahlen- 
„complex erzengen wie die beiden gegebenen." 

„Bezüglich der Polarsysteme des Büschels gehen die Polar- 
,, ebenen eines beliebigen Punktes alle durch einen Complexstrahl ; 
„die Pole einer beliebigen Ebene liegen anf einer cnbischen Ord- 
„nnngscurve des Complexes, und die Polaren eines beliebigen 
„ Complexstrahles bilden einen Complexkegel zweiter Ordnung." 
„Bezüglich der Polarsysteme der Schaar bilden die Polar- 
„ebenen eines beliebigen Punktes einen cubischen Ordnungs- 
„ Ebenenbüschel des Complexes; die Pole einer beliebigen Ebene 
„liegen auf einem Complexstrahle, und die Polaren eines be- 
„liebigen Complexstrahles umhüllen eine Complexcuvve zweiter 
„Classe." 

Die Gesammtheit der Orduungsflächeu eines Büschels resp, 
einer Schaar räumlicher Polarsysteine nennen wir einen Büschel 
von Flächen zweiter Ordnung F^ resp. eine Sehaar von Flächen 
zweiter Classe 4»^ oder kürzer einen „.F^-Büschel" resp, eine 
„$^-Schaar". Unter anderen bilden confocale Flächen zweiter 
Classe eine $*-Schaar. Für diese Flächen- Mannigfaltigkeiten gilt 
nach Obigem der Satz: 

„Durch zwei Flächen zweiter Oidnung i'st ein ^'^-Büschel und 
„durch zwei Flächen zweiter Cla^^iC ist eine ^"-Schaar bestimmt, 
„worin die beiden Flächen enthalten •5ind ' 
Ferner ergiebt sich aus dem Vorhergehenden (Seite 14, vgl, II. Abth. 
Seite 137): 

Jeder Hauptpunkt A des j SlAl Hauptebene a des "^trah- 
Strahlencomplexes ist bezüglich I leneomplexes ist bez ighch aller 
aller Flächen des i''^-Büsehels ' Hacheu der $^ Schaar einem 
einer und derselben Hauptebene und demselben Haui tpuukte 4. 
a als Pol zugeordnet. Er ist | als Pohre Angeordnet Sie ist 
Doppelpunkt eines ausgearteten '. Doppelebene eines ausgearteten 
Polarsystemes des Büschels, und Polai'iy Sternes der techaai und 
Mittelpunkt eines reellen oder i enthalt einen reellen odei imi- 
imagiuären Kegels zweifer Ord- ' gindiLn KfgeKchuitt weh hei ils 



y Google 



18 Zweiter Vortrag. 

uung, welelier als Ordnuags- j siagtiläre Ordutingsfläclie dieses 
fläche dieses Polarsystemes dem ( Polarsystemes der $^-Schaar au- 
J''^-Biiscliel angehört. ; gehört. 

„Die FJächen des /^^-Bäschels resp. der^^-Sehaar haben dem- 
„nach das Haupttetraeder des Strahleacomplexes zum gemein- 
„ schaftlichen Poltet: aeiei") 

Die Po aiebenen eines beliebigen Punktes P bezüglich der 
Polais^steme eines F Bnsebelf bilden einen Ebenenbüschel erster 
Ordnung von welchem dmuh P i, A, nur eine Ebene tu geht; 
der lunkt P abei liegt luf dei Orduungsfläche des Polarsystemes, 
in welchem P dei Pol von -k ist Wenn jedoch P auf der Axe des 
Ebenenbnfchels und somit auf allen seinen Polarebenen liegt, so 
gehen die Ordnnngsflachen illei Polarsysteme des Büschele durch P. 
Die Pole emei beliebigen Ebene tt liegen auf einer eubisehen Ranm- 
curve und weil die e hucbstens drei Punkte und mindestens einen 
reellen Punkt mit z gemein bat so giebt es unter den Polar- 
systemen des Buscheis mmdeiiteDS eines und höchstens drei, deren 
reelle Oidumia;sflachen dje Ebene -, und zwar in jenen Punkten, 
berühren Also 

Von einem P^-Büschel geht j Von einer ^^-Schaar wird 

■durch einen beliebigen Punkt P nur eine Fläche von der belie- 
nur eine Fläche, falls nicht P ■ bigen Ebene t. berührt, falls 
auf jeder Fläche des Büschels \ nicht jede Fläche der Schaar 
liegt. Eine beliebige Ebene x | die Ebene berührt. Durch einen 
wird von höchstens drei Flächen j beliebigen Punkt gehen hoch- 
des Büschels und von mindestens stens drei Flächen der Schaar, 
einer derselben berührt. [ und mindestens eine. 

Wenn zwei Flächen eines P*-Buschels sich sehneiden, so geht 
also jede Fläche des Büschels durch die Schnittcurve. Diese Curve 
heisst die „ Gcnndcarve, Knotenlinie oder Basis" des i''^-Büschels; 
sie ist im Allgemeinen eine Raumcurve vierter Ordnung, 
welche mit keiner Ebene mehr als vier, und mit keiner Geraden 
mehr als zwei Punkte gemein hat. Nämhch die beiden Flächen 
zweiter Ordnung werden von einer Ebene in zwei Ourven zweiter 
Ordnung geschnitten, welche höchstens vier Punkte gemein haben, 
wenn sie nicht zusammenfallen. Die Curve vierter Ordnung kann, 
wie wir gesehen haben (II. Abth. Seite 38 und 221), in zwei Kegel- 

•) Die Entdeckung des gemeinsamen PoltetraSders zweier Flächen zwei- 
ter Ordnung verdanken wir Poncelet (Traite des propriet^s projeciives des 
iigures, Paris 1S22 N"' 815, 616). 
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sclinitte oder iu eiue Gerade and eine cubisclie Raumcurve oder iu 
vier Gerade zerfallen ; wir gehen aber liier auf diese speeiellen Fälle 
nicht näher ein. Jede Tangente der Curve hat mit ihren Polaren 
bezüglich der beiden Flächen ihren Berührungspunkt gemeia, weil 
-sie iu ihm auch diese Flächen taugirt. Daraus folgt (Seite 13): 
„Die Tangenten der bi quadratischen Schnittcnrve zweier Flächen 
„Kweiter Ordnung liegen in dem quadratischen Strahlencom- 
,,plexe, welchen die Polarsysteme der beiden Flachen erzeugen." 
Die gemeinschaftlichen Berühruogs- Ebenen von zwei Flächen 
zweiter Ordnung bilden im Allgemeinen einen Ebenenbüschel 
vierter Ordnung, von welchem i. Ä. durch keinen Punkt F 
mehr als vier Ebenen gehen. Nämlich die beiden Kegel zweiter 
Ordnung, welche aus dem Punkte P den gegebenen Flächen zwei- 
ter Ordnung nmsebrieben werden können, haben höchstens vier 
Beröhrungs- Ebenen gemein, wenn sie nicht /.usammenf allen. — 
Ueber diese ,,biqaad ratischen" Kanmcurven uud Ebenenbüschel 
giebt uns der vorige Doppelsatz folgende Autsehlüsse: 

Durch eine Raumcurve k* Emem Ebenenbiischel vierter 

vierter Ordnung erster Art*), Oidmmg erster Art, welcher 
in welcher nämlich zwei Flächen namlich zwei Flächen zweiter 
zweiter Ordnung F^ und F\ Classe $' und 5*1 umschrieben 
sich schneiden, und durch einen ist, kann eine dritte Flache zwei- 
ansserhalb ft* gelegeneu Punkt ter Classe *| so eingeschrieben 
P kann eine dritte Fläche zwei- werden, dass sie eir 



ter Ordnung J<\ gelegt werden. Ebene berührt. Die Fläche 4»| 
Diese liegt in dem durch F"^ liegt in der durch <1>^ und $j 
und F\ bestimmten J^^-Büschel. ; bestimmten $^-Schaar. 

Wählen wir links den Punkt F so, dass er mit zwei Punkten 
der Curve k^ in einer Geraden g Hegt, so wird die Fläche Fl eine 
geradlinige, weil sie drei und folglich alle Punkte von g enthält. 
Jede durch g gelegte Ebene, welche Tc^ in zwei anderen Punkten 
Q, B schneidet, hat mit Fl ausser g die Gerade QE gemein; denn 



*) Eine Regelscbaai- erzeugt mit einem zu ilir projectiyen Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung eine Baumcurve vierter Ordnung zweitei Art, WPlche dii" 
Leitatrablen der Regelschaar zu Doppeieehnen hat, und duich welehK nui 
eine Fläche zweiter Ordnung, nämlicli die der Regelschaar, gelegt werden 
kann. Dieselbe Eaum curve erzeugt der Büachel zweiter Oidnung mit zwei zu 
iiini projectiven Bbenenbüsclieln erster Ordnung, die bu der Regelschaar pei- 
spcetiv sind. 
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diese Gerade entbält von F^ die Punkte Q und Ji nebst einem 
Punkte TOD gy und liegt deshalb ganz auf fj. Also: 

„Alle Sehnen QR der bi quadratischen Raumenrve, welche voß 
„einer gegebenen Sehne ^ ausserhalb der Curve geschnitten 
„werden, bilden eine Regelschaar oder ausnahmsweise einen 
„Kegel zweiter Ordnung, Die Sehnencongmenz der Curve ist 
„yon der zweiten Ordnung und der sechsten Classe"; 
denn durch den beliebigen Punkt P gehen höchstens zwei und in 
einer beliebigen Ebene liegen höchstens sechs Sehnen der Curve, 
Diese sechs Sehnen sind die Seiten eines der Curve eingeschrie- 
benen Vierecks. 

Liegen jene Sehnen QB auf einem Kegel zweiter Ordnung,, 
so ist der Mittelpunkt Ä desselben ein Hauptpunkt des Strahlen- 
compleses; denn auf jeder dieser Sehnen giebt es einen Punkt, 
welcher durch zwei Punkte der Raumcurve und somit durch jede 
der Flächen F^ und Ff harnionisch von Ä getrennt ist, und alle 
diese vierten harmonischen Punkte liegen in der Polarebene des 
Punktes A bezüglich der beiden Flächen F^ und /''f. Umgekehrt: 
Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung, die ein gemeinschaft- 
liches reelles Poltetraeder ABCD besitzen, 



sich in einer biqa ad r atisehen 
Raumcurve Je* schneiiien, so wird 
diese aus jedem Eckpunkte des 
Poltetraeders durch einen Kegel 
zweiter Ordnung projicirt. 



einem bi quadratischen Ebenen- 
büschel eingeschrieben sind, so 
wird dieser von jeder Fläche des 
Poltetraeders in einem Büschel 
zweiter Ordnung geschnitten. 



Nämlich jede Gerade, welche den Eckpunkt A mit irgend einem 
Punkte Q der Curve k* verbindet, enthält noch einen zweiten 
Curvenpunkt R; und zwar sind Q und fi harmonisch getrennt 
durch den Punkt Ä und seine Polarebene BOD. Eine durch A 
gehende Sehne g wird also von jeder anderen Sehne, welche mit 
^ in einer Ebene liegt, aber keinen Punkt der Curve k* mit (/ 
gemein hat, im Punkte A geschnitten. 

Die biqaad ratische Schnittcurve zweier B'lächen zweiter Ord- 
nung wird übrigens anch dann, weuu die Flächen kein reelles 
Poltetraeder gemein haben, aus jedem reellen Hauptpunkte, d. h. 
aus jedem Punkte, dessen Polarebeneu bezüglich der beiden Flächen 
zusammenfallen, durch einen Kegel zweiter Ordnung projicii-t 
(Seite 14). Dieser Kegel Hegt mit den beiden Flächen in einem 
J^^- Büschel. 
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Zwei Ebeneiibüschel vierter 
Ordanug erster Art können nicht 
laehr »Is acht Ebenen mit ein- 
ander gemein haben. 



Zwei Baiimcurven yierter Ord- 
nung erster Art, fe* und Z*, kön- 
nen nicbt mehr als acht Punkte 
mit einander gemein haben. 

Denn seien P, Q, B irgend drei gemeinschaftliche Punkte 
der Raumcurven ?c* und l^; dann kann die Sehne PQ mit den 
beiden Cnrven durch zwei geradlinige Flächen zweiter Ordnung 
verbunden werden, welche ausser PQ nur noch eine cubische Ranm- 
curve gemein haben. Diese Raumeurve hat FQ zur Sehne (II. Abth. 
■Seite 197) und geht durch R und durch jeden anderen, von P 
und Q verschiedenen, gemeinschaftlichen Punkt von k^ und l*. 
Nun liefert uns aber die Sehne PJi auf ganz dieselbe Weise eine 
zweite cubische Raumeurve, welche ebenfalls durch alle vou P, 
Q und R verechiedenen Schnittpunkte der Curven fe* und l* geht. 
Zwei cubische Raumcurven, die nicht identisch sind, haben aber 
höchstens fünf Punkte gemein; also giebt es ausser P, Q und R 
höchstens fünf Punkte, welche auf beiden Raumcurven vierter Ord- 
nung liegen. Zugleich folgt aus dem Beweise: 

,,Wenn zwei biquadratische Raumcurven erster Ai-t acht Punkte 
„gemein haben, so hat die cubische Raumeurve, welche durch 
,, beliebige sechs dieser Punkte geht, die Verbindungslinie der 
,, übrigen beiden Punkte zur Sehne."*) 

Wenn in dem Beweise des vorhergehenden Satzes statt der 
Mqn ad ratischen Raumeurve i* eine cubische Raumeurve nebst einer 
ihrer Sehnen angenommen wird, so ergiebt sich: 

,,Eine cubische Raumeurve kaun mit einer biquadratischen 
„erster Art nicht mehr als sechs Punkte gemein haben", 
wovon übrigens einer ein Doppelpunkt der bi quadratischen Raum- 
eurve sein bann. Eine cubische Raumeurve wird daher von einer 
nicht durch sie gehenden Flache zweit-er Ordnung in höchstens 
sechs Punkten geschnitten. 



Drei FläcJien zweiter Ord- 
nung, welche loeder eine Gerade, 
noch eine Curve zweite]-, dritler 
oder vierter Ordnuny mit ein- 
ander geirtpm haben, besitzen 



Drei Flächen zioeiter Glnsse, 
deren gemeinsckaßliche Berüh- 
rungsebmen weder einen Büschel 
erster, zweiter, dritter noch vier- 
te? Ordnung bilden, haben hoch- 



*| Diese wichtige Eifcenschatt der acht Schnittpunkte von drei Flächen 
zweiter Ordnung wurde wohl zueist von Heaae (in Creile's Journal f. Math., 
Bd. 26) veröffentlicht 
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höchstens acht gemeinschaftliche 1 stetts acht gemeinschaftliche Be- 
Punkte. I rührungs- Ebenen. 
Denn wenn eine i3er drei Flachen zweiter Ordnung von den beiden 
nbrigen in biquadratischen Raunicurven geschnitten wird, so ist 
der Satz links eine unmittelbare Folge der vorhergehenden. Zer- 
fällt aber eine oder jede der beiden Schnittcurven in Gerade oder 
Kegelschnitte, oder in eine Gerade und eine cubische Kaumeurve, 
so ergiebt sich der sehr leichte Beweis des Satzes theils ans dem 
Vorhergehenden, theils aus den bekanntesten Eigenschaften der 
Curven zweiter, dritter und vierter Ordnung. 

,, Durch sieben beliebige Punkte ist im Allgemeinen ein achter 
„associirter Punkt bestimmt, welcher aaf allen durch die sieben 
„Punkte gehenden Flächen zweiter Ordnung liegt." 
Wenn von den sieben Punkten drei in einer Geraden oder fünf 
auf einem Kegelschnitte oder alle sieben auf einer cubischen Ranm- 
eurve liegen, so kann jeder Punkt dieser Linie erster, zweiter oder 
dritter Ordnung als der durch die sieben Punkte (unvollständig) 
bestimmte achte Punkt aufgefasst werden. Wenn keiner dieser 
besonderen Fälle eintritt, so ist der achte Punkt eindeutig bestimmt 
und wild durch folgende lineare Constraction gefunden. Man lege 
durch sechs von den sieben Punkten eine cubische Raumeurve und 
ziehe an diese aus dem siebenten Punkte eine Sehne s (vergl. 
Tl. Äbth. Seite 196), wiedeihole sodann diese Consti nttion untei 
Vertausehung des siebenten Punkte*) mit einem dei =echs übrigen, 
die so erhaltenen Sehnen s schneiden sich m dem gesuchten achten 
Punkte. Dass die aueist construiite Sehne mit einer beliebig duich 
die sieben Punkte gelegten Flache zweiter Oiduung diesen so con- 
struirten Punkt gemem hat, ergiebt sich sofort aus einem der 
obigen Sätze vind ditau", dass die Sehne mit der zugehuiigen cu- 
bischen Raumeurve duich einen Büschel von Flachen iT\eite! Oid- 
nung verbunden werden kann 

Eine andere vollitandig durchgetuhrte Construction des achten 
associirten Punktes 8 zu sieben gegebenen Punkten 1, J, J, , 7 
ist die folgende*) Aus sechs der gegebenen Punkte bilden «ii 
drei Paare 12, 34, 56 so, dass deren diei Veibindungshuien «ich 
nicht schneiden, ziehen aus den Punkten ?, k eines jeden die'er 

*) Vgl. Grelles Jcumal Bd loii Audeie lineare Coiistruotionen geben 
Hesse, Caspary, fechrtter Pitquet Sturm und Zeathen m Cielle»" Journal 
Bd. 99. Ein bemer kenn weither Satz von He^^e neb&t zugehöriger Constrac- 
tion des achten Punktes findet sich unten im Anhange dieses Buches 
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Paare zwei „Transversalen" (d. h. seh neidende Gerade) durch die 
Geraden, in denen die anderen beiden Punktepaare liegen, und 
sodann durch den Punkt 7 eine Gerade (ik), welche diese beiden 
Transversalen schneidet. Wir erhalten auf diese Weise drei durch 
7 gehende Gerade (13), {34), {56), die Kanten eines Dreikants. 
Bringen wir nun die Geraden 12, 34, 56 zum Durchschnitt mit 
den Ebenen des Dreikants, welche den resp. Kanten (^2), {34), 
{56) gegenüber liegen, und sodann das Dreikant selber mit der 
Ebene der drei Schnittpunkte, so erhalten wir ein Dreieck, dessen 
Seiten die resp. Geraden 12, 34, 56 in jenen Punkten schneiden 
und mit ihnen drei durch den gesuchten Punkt 8 gehende Ebenen 
bestimmen. — In den sieben gegebenen und dem so bestimmten 
achten Punkte 8 schneiden sich nämlich die drei durch die Strahlen- 
tripel : 

12, 34, {56); 12, {34), 56 und {12), 34, 56 
gehenden Flächen zweiter Ordnung; denn die drei durch 8 gehen- 
den Transversalen der Strahlenpaare 34.56, 56.12 und 12 .34 
liegen auf diesen Flächen, schneiden die resp. Geraden {12), {34) 
und (56) in den Eckpunkten jenes Dreiecks, und Hegen zu zweien 
in jenen drei Ebenen der Geraden 12, 34 und 56. Die Dreiecks- 
ebene ist unvollständig bestimmt, wenu ihre drei auf 12, 34 und 
56 construirten Punkte in einer Geraden liegen; dann aber haben 
die drei Flächen zweiter Ordnung eine Linie erster, zweiter oder 
dritter Ordnung gemein, von welcher jeder Punkt als der gesuchte 
achte betrachtet werden kann. 

Durch acht beliebige Punkte, von denen keine fünf iu einer 
Ebene und keine drei in einer Geraden liegen, kann im Allge- 
meinen eine einzige biquadratiscbe Raumcurve erster Art gelegt 
werden; denn wenn zwei solche Curven in jenen acht Punkten 
sich schneiden, so haben die Punkte eine besondere Lage, indem 
jede Eaumeurve di-itter Ordnung, welche durch sechs der Punkte 
geht, die Verbindungslinie der übrigen beiden Punkte zur Sehne 
hat. Wir können die biquadratische Raumcurve als bestimmt an- 
sehen, sobald irgend zwei Flächen zweiter Ordnung gegeben sind, 
welche in ihr sich schneideu; solche Flächen aber erhalten wir 
durch Lösung der folgenden Aufgabe: 

„Durch acht beliebig gegebene Punkte, von denen keine sechs 
„in einer Ebene und keine vier in einer Geraden liegen, Regel- 
„flächen zweiter Ordnung zu legen." 

Im Allgemeinen können unter den acht Punkten sechs auf 
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■verschiedene Art so gewählt werden, dass keine vier von ihnen 
in einer Ebene liegen. Wir verHnden die seclis Punkte durch eine 
cnbische Raumcurve, ziehen an diese aus dem siebenten und dem 
achten Punkte Sehnen nnd legen alsdann durch letztere uud die cn- 
bische Raumcnrve eine Regelüäche II. 0. Durch eine andere Gi-np- 
piruDg der gegebenen acht Punkte gelangen wir. zu einer zweiten 
Regelfläche. Die verlangte Gruppirung ist nicht immer möglieh, 
wenn die acht Punkte auf den vier Kanten a, h, c, d eines wind- 
schiefen Vierecks liegen. lii diesem Falle schneiden wir zwei 
Gegetikauten a und c des Vierecks mit einer Geraden f, weiche 
durch keinen der vier Eckpunkte geht; die Regelsehaar, weicher 
die drei Strahlen b, d, f augehoren, liegt alsdann auf einer durch 
alle acht Punkte gehenden Regelfläche, Liegen irgend drei der 
acht Punkte in einer Geraden g, so gehört diese allen verlangten 
Regelflächeu au. Wenn zugleich die übrigen fönf Punkte in einer 
Ebene e liegen, also auf einem Kegelschnitt it, der in zwei Gerade 
zerfallen kann, und wenn der Schnittpunkt von ff und s dem 
Kegelschnitt y. nicht angehört, so zerfallt jede durch die acht 
Punkte gelegte Fläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen, von denen 
s die eine ist; denn s hat mit der Fläche zweiter Ordnung sechs 
Punkte gemein, die nicht auf einem Kegelschnitt liegen. Sind 
die a«ht Punkte auf vier, durch einen Paukt gehenden Geraden 
gelegen, von denen eine drei jener Punkte enthält, so liegen diese 
Geraden auf allen durch die acht Punkte gehenden Flächen zwei- 
ter Orduung, und letztere sind Kegel. 

Durch neun beliebig gegebene I An neun beliebig gegebene 
Punkte eine Fläche zweiter Ord- Beriihmngs-Ebenen eine Fläche 
nung zu legen. | zweiter Classe zu legen. 

Durch acht dei gegebenen Punkte legen tmi zwei Regelflichen F^ 
und F°, nnd suchen sodann diejenige Flache F" des durch F^ 
unl Fl bestimmten Flach eubu seh eis welche duich ten neunten 
Punkt geht Wie diese Flache F am leichtesten construirt wer- 
den kann werden wn unten (Seite 32) sehen 



Diitck neun beliebig (jegebf 
PanUe kann eine und tm All 
gemeinen nm eine Flache zweiten 
Ordnung geUjt ueiden 



Dur h nptin hehebij je/ebene 
£Jbenen lann ein und im All- 
gememen nm ein Ebenenbündel 

leiter Ordnung gelegt werden. 



Gehen namlieh mehrere Flachen zweiter Oidnnng duich die neun 
Punkte ao liegen die Punkte luf Jer Baumcur^e vieiter Ordnung, 
m welchei zwei dei Flachen sich schneideu un 1 w eiche d irch icht 
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der Puukte i. A. eiodcTitig bestimmt ist. Bei gewissen Lagen der 
neun Punkte, z. B. wenn sechs von ihnen in einer Ebene liegen, 
zerfällt die Fläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen. 

Das berühmte Problem, durch neun gegebene Punkte eine 
Fläche zweiter Ordnung zu legen, wird in erschöpfender Weise 
gelöst durch eine vollständig durchgeführte Construction des zehn- 
ten Punktes der Fläche, welcher mit einem der neun Punkte auf 
einer gegebenen Geraden liegt. Ich besitze solche Constmetionen, 
doch sind dieselben zu verwickelt, um mich zu befriedigen; den 
Vergleich mit der Pascal'schen Construction eines Kegelschnittes 
aus fünf seiner Punkte halten sie nicht entfernt aus. Ich be- 
schränke mich deshalb hier auf eine lineare Bestimmung der Kegel- 
schnitte, welche die Fläche mit den Verbind ungsebenen der nenn 
Punkte gemein bat. Diese Construction führt iudirekt zu einer Con- 
struction auch jenes zehnten Punktes der Fläche und beruht auf fol- 
genden Eigenschaften der biquadratischen Raumcurven erster Art, 
,,Wenn eine biquadratische Raumcurve k^ erster Art und eine 
„cubische Raumcurve Ä' einem räumlichen Fünfeck umschrieben 
„sind und eine Sehne s gemein haben, die durch keinen der 
„fünf Eckpimkte geht, so liegen sie mit s auf einer Fläche 
„zweiter Ordnung," 
Nämlich k* kann mit s durch eine Fläche zweiter Ordnung ver- 
bunden werden, diese aber enthält eine cubische Raumcurve k^, 
welche dem Fünfeck umschrieben ist und s zur Sehne hat (II. Äbth. 
S. 199). Weil jedoch diesen letzteren Bedingungen nur eine cu- 
bische Raumcurve genügt, so muss kf mit k^ zusammenfallen. 

Die cubischen Raumcurven, weiche dem Fünfeck umschrieben 
werden können, sehneiden eine beliebige Ebene t] in Poldreiecken 
eines polaren Feldes (II. Äbth. Seite 225); die 10 Kanten und die 
ihnen gegenüberliegenden 10 Ebenen des Fünfecks aber haben mit 
1] je einen Punkt des Feldes und dessen Polare gemein, und be- 
stimmen das polare Feld durch ihre Spuren in v]. Wenn nun die 
biquadratisehe Raumcurve &* vier Punkte A, B, C, D mit vj ge- 
mein hat, so bilden diese ein Polviereck des polaren Feldes, d. h. 
ein Viereck ABCD, dessen Gegenseiten conjugirfc sind bezüglich 
f Feldes. Denn eine jener cubischen Raumcurven hat z. B. die 



Viereckseite AB zur Sehne, 
und liegt mit AB und ä;* 
und weil diese Fläche mit y\ i 



idet Y] in dem Pole P von AB 
ner Fläche zweiter Ordnung; 
ie beiden Sehnen AB und CD 



[gleich aber den Punkt P gemein hat, so liegt P auf 
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OD, sodass die Gegenseiten AB und CD des Vierecks in der Tbafc 
conjugirt sind. Also: 

„Die einem Fünfeck iiraschri ebenen biquadratisehen Raumcurven 
„erster Art schneiden eine beliebige Ebene ■e\ in Polvierecken 
„des polaren Feldes, welches durch den Schnitt von i] mit den 
„Kanten unil Ebenen des Fünfecks bestimmt ist." 
Dieser Satz enthält eine Eigenschaft von 9 Punkten einer biqua- 
dratischen Eanraeorve k^ erster Art für den Fall, dass vier dieser 
Punkte in einer Ebene liegen. 

Sind nun von der Baumcurve i* acht beliebige Punkte ge- 
geben, so bestimmen fünf derselben in der Ebene f\ der drei übrigen 
A, ß, C ein polares Feld, mit dessen Hülfe der in t] enthaltene 
neunte Curvenpunkfc D leicht zu constrairen ist. Verbindet man 
nämlich in t] jeden Eckpunkt des Dreiecks ABO mit dem Pole 
der gegenüberliegenden Dreieckseite, so erhält man drei in D 
sieh schneidende Gerade (I. Abth. S. 221). Wenn zwei Seiten des 
Dreiecks conjugirt sind bezüglich des polaren Feldes, so liegt der 
Pol der dritten Seite auf der Tangente von Je* im gegenüberlie- 
genden Eckpunkte, und man erhält diese Tangente durch die Con- 
structiou. 

Wenn von einer Fläche zweiter Ordnung neun Punkte belie- 
big gegeben sind, die nicht auf einer biquadratischen Raumcurve 
liegen, so bestimmt man die Schnittlinie dieser Fläche mit der 
Verbindnngsebene von irgend drei A, B, C dieser Punkte auf fol- 
gende Weise. Man construirt die vierten Schnittpunkte D, D^ 
der Ebene ABC mit zwei bi quadratischen Eaumenrven erster Art, 
welche A, B und C mit je fünf der übrigen sechs gegebenen 
Punkte verbinden; dann ist der Kegelschnitt, welcher durch die 
fünf Paukte A, B, G, D, D^ geht, die gesuchte und völlig be- 
stimmte Schnittlinie*). Sobald auf diese Weise drei Kegelschnitte 
der Fläche bestimmt sind, gelangt man mittelst einer früheren 
Consttuetion zu jedem Punkte der Fläche (vgl. II. Abth. S. 38). 

*) Diese nnd die vorhergehende Construction verdanken wir von Staudt 
(Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 18Ö6— 60, Nr. 591). 
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Diittei' Vortrag. ProjcctiTe Beziehungen der F^-Büschel. 



Dritter Vortrag. 

Projective Beziehungen der J'"'^-Büschel imd der 
jlsclinittbüschel. 



Ausser (Jen allgemeiiieii i^^- Büscheln, ku denen wir im letzten 
Vortrage gelangt sinil, haben wir früher (II. Abth. öeite 38 nnd 221) 
zwei specielle keuueo gelernt, deren Gruudcurven in zwei Kegel- 
schnitte oder iu eine cubisclie ßaumcnrve und eine Sehne derselben 
zerfallen. Aus diesen speciellen ii^^-Bii schein aber ergeben sieh 
verschiedene andere, wenn auch die Kegelschnitte und die cubische 
Raumeurve zerfallen. 

Allen Büscheln von Flächen zweiter Orclunng nun kommt 
folgende charakteristische Eigenschaft zu (vgl. Seite 17), welche 
als Definition der f ^-Büschel dienen kann: 

,,Die Polarebeneu eines beliebigen Punktes I' bezüglich der 
„Flächen eines F^-Biischels bilden i. A. einen Ebenenbüschel 
,, erster Ordnung und fallen ausnahmsweise nur dann zusammen, 
,,wenn P ein Hauptpunkt, d. h. Doppelpunkt einer singulären 
,, Fläche des Biischels ist." 

Wir legen diesen Satz der Theorie des /''^-Büschels zu Grunde. 
Schon im letzten Voitiage folgerten wir daraus (Seite 18): 

„Durch jeden Punkt, der niebt auf allen Flächen des ^'-Bü- 
„schels hegt, geht eine einzige dieser Flächen," 

Auf die $^-Schaar lassen sich alle projectiven Eigenschaften 
des F*-Bäschels leicht dual übertragen; und da wir zudem die 
besonders wichtige Schaar confocaler Flächen zweiter Classe bereits 
im 16. und 17. Vortrage der zweiten Abtheilung eingehend nuter- 
sacht haben, so gehen wir hier auf die $^-Schaar nicht näher ein. 
Wir nennen zwei Punkte „conjugirt bezüglich des i^'^-Bü- 
schels," wenn jeder von ihnen auf allen Polarebeuen des andern 
liegt. Aus dem obigen Satze folgt dann: 

,,Zwei Punkte sind bezüglich des Ti^^-Büschels coujngirt, wenn 
„sie in Bezug auf irgend zwei Flächen F" und Fj des Büschels 
„conjugirt sind. Einem beliebigen Punkte P sind alle Punkte 
„eiuer Geraden p conjugirt"; 
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und zwar schneiden sich in 'p die Polaren von P in Bezug auf 
F^ und F\. Wenn mm P eine Gerade y durchläuft, so heschrei- 
ben diese beideu Polareu zwei zu <} projeetive Ebenenbiiaehel, and 
die zu P conjugirte Gerade p beschreibt einen Kegel zweiter Ord- 
nung oder eine Regelachaar, jenachdem die Äsen der beiden Ebenen- 
bösehel sich schneiden oder nicht. Daraus folgt: 

„Den Punkten einer beliebigen Geraden g sind hinsichtlich des 
„P^-Büschels die Strahlen einer zu g projectiven Regelsehaar 
„oder Kegelfläche zweiter Ordnung conjugirt. Die Polaren von 
I der Flächen des Büschels sind Leitstrahlen der 
■ resp. Strahlen des Kegels. Der Kegel zerrällt in 
„zwei Ebenen, wenn y durch einen Hauptpunkt des f^-Bü- 
„schels geht." 

Sind irgend zwei Punkten P, Q von ^ die resp. Strahlen ^, <; 
conjugirt, so liegt also die Polare von g bezüglich einer beliebigen 
Fläche F^ des Büschels entweder in einer Regelschaar, von welcher 
p und 2 zwei Leitstrahlen sind, oder auf einem durch ji und 5 
gehenden Kegel zweiter Ordnung; die Ebenen aber, welche diese 
Polare mit f und 5 verbinden, sind die Polaren von P und Q 
bezüglich P^, Da nun eine Regelschaar aus je zwei Leitstrahlen 
und ein Kegel zweiter Ordnung aus je zwei seiner Strahleji durch 
projeetive Ebenenbüschel projicirt wird, so ergiebt sich: 

„Die beiden Ebenenbuschel y, g, welche von den Polaren be- 

„liebiger Punkte P, Q gebildet werden, sind projectiv, indem 

„die Polaren von P und Q bezüglich der einzelnen Flächen des 

„ P^-Büschels einander entsprechen." 

Dreht die Polare von P sich stetig um ^j, so dreht sich also 

auch die entsprechende Polare jedes anderen Pnnktea Q stetig 

um die ihm conjugirte Gerade q-, zugleich ändern sich folglich das 

zugehörige Polaraystem ond seine Ordnungs fläche in dem F'^- 

Büschel stetig. 

Auf den vorigen Satz stützt sich folgende Definition: 
,,Vier Flächen des P^-Büschels heisseu harmonisch, wenn die 
„vier Polaren eines und folglich jedes Punktes bezüglich der 
,, Flächen einen harmonischen Ebenenbuschel bilden." 
Ausgenommen sind auch hier die Hauptpunkte des P^-Bftschels, 
deren Polaren ja zusiimmenf allen. Wir können nunmehr auf die 
P^-Büschel den Begriff der projectiven Verwandtschaft {I. Abth. 
Seite 52 und 125) anwenden, und dieselben auf beliebige Elementar- 
gebilde projectiv beziehen. Weisen wir z, B. jeder Fläche F^ des 
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Plächenbüschels die Ebene zu, welche von einem beliebigen Punkte 
P die Polare ist in Bezug auf F^, so ist der jF^-Biiscliel projectiv 
auf deu Büscliel p dieser Polarebenen bezogen; und mit Hülfe dieses 
Eben enb ins Rh eis kann der ^''^-Büsehel auch auf jedes andere Ele- 
mentargebilde projectiv bezogen werden, Weun in dem J^^-Büsehel 
imaginäre Flächen vorkommeu als Ordnungsflächen reeller Polar- 
systeme, so werden sie durch diese Polarsysteme vertreten. 
Ohne Weiteres folgt aus dem Vorhergehenden: 
„Die Polaren einer beliebigeu Geraden <? beKÜglieh der Flächen 
„eines ^^-Biisehels bilden eine zu dem Büschel projective Regel- 
„schaar oder Kegelfläche zweiter Ordnung." 
Die Fläche zweiter Ordnung, auf welcher diese Polaren liegen, hat 
mit der Grucdcnrve A* des Büschels höchstens acht Punkte gemein 
(Seite 21). Jeder dieser Pimkte ist Berülirungspuukt einer durch g 
gehenden Berfthruugsebene von k*, und die beliebige Gerade c/ 
wird sonacb von höchstens acht Tangenten der Eaumeurve fc* ge- 
schnitten. Also: 

„Die Tangentenfläche der biqnadrati sehen .Raumcurve k^ erster 
„Art ist von der achteu Ordnung. Die Berührungspunkte vou 
„acht Tangenten, welche eine beliebige Gerade schneiden, sind 
,,acht associirte Cur ven punkte." 

Die Pole einer beliebigen Ebene hinsichtlich der Flächen des 
-F^-Büschel.s construiren wir, indem wir in der Ebene die Eck- 
punkte P, Q, E eines Dreiecks annehmen und deren drei Polaren 
bezüglich jeder Fläche des Büschels zum Durchschnitt bringen. 
Die drei Ebeuenbüscbel , welche von diesen Polaren gebildet werden, 
sind zu dem Fläch enbüsehel und zu einander projectiv, und es 
ergiebt sich: 

,,Die Pole emei beliebigen Ebene hiusiehtlich der Flächen 

„eines i^^-Büscheh bilden im Allgemeinen eine zu dem Büschel 

„projective cubische Raumcurve. Den Paukten der Ebene sind 

„die Sehnen der R<iumeui\e coujugirt (II. Abth. Seite 197). Die 

,, Ebene berühit höchstens diei reelle Flächen des Büschels und 

„mindestens eine, die Berührungspunkte liegen auf der Raum- 

,,curve," 

Zu demselben Resultat gelangen wir auch, wenn wir zu jedem 

Punkte der Ebene die Polavebenen bestimmen iu Bezug auf irgend 

zwei Flächen des Büschels. Diese Polarebenen bilden zwei colli- 

neare Bündel, welche die cnbisehe Raumcurve und deren Sehnen- 

congraenz erzeugen. — Geht die Ebene durch einen Hauptpunkt 
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des Büseheis, so tritt eine Ausnahme ein. Sei B dieser Haupt- 
punkt nud p seine Polare hinsiebüicli der Flächen des Büschels. 
Dann erzeugen die beiden Bascliel der Polaren von P und Q eine 
zum Flächenbüschel projeetive Eegelsehaar oder Kegelfläche zwei- 
ter Ordnung, welche mit p die Pole der gegebenen Ebene gemein 
hat; also: 

,,Die Pole einer Ebene, welche durch einen Hauptpunkt des 

,,Flächeubüschels geht, bilden eineu zum Büschel projectiven 

,, Kegelschnitt." 

Auch hier treten leicht zu erkennende Ausnahmen ein, wenn 

die Ebene zwei Hauptpunkte enthält oder eine Hauptebene des 

Büschels ist. 

Liegt die gegebene Ebene im Unendlichen, so fallen ihre 
Pole mit den Mittelpunkten der Flächen zweiter Ordnung zn- 
eammen. Also: 

,,Die Mittelpunkte der Flächen eines F^-Büschels liegen i. A. 
,,auf einer cubischen Eaumcurve und nur dann auf einem Kegel- 
,, schnitt, wenn der Büschel einen unendlich fernen Hauptpunkt 
„besitzt. Der iJ^'-Büschel enthält i. A. höchstens drei Para- 
„boloide und mindestens ein solches." 

Der Schnitt eines f -Büschels mit einer beliebigen Ebene 
wird ein „Eegelsclmittbüschel" genannt. Durch jeden Punkt der 
Ebene, welcher nicht auf allen Kegelschnitten dieses Büschels 
liegt, geht eiu einziger derselben. Zwei Punkte sind conjugirt 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels, sobald sie bezüglich 
zwei dieser Kegelschnitte conjugirt sind (Seite 27). Zugleich 
gelten die Sätze {Seite 28): 

„Die Punkte, welche in Bezug auf einen Kegel seh nittbü seh el 
,,den Punkten einer Geraden g der Ebene conjugirt sind, bilden 
,,im Allgemeinen eine zu g projeetive Curve zweiter Ordnung; 
„diese Curve ist zugleich der Ort der Pole von g bezüglich der 
,, Kegelschnitte des Büschels. Die Polaren von zwei beliebigen 
,, Punkten P, Q der Ebene in Bezug auf diese Kegelschnitte 
,, bilden zwei projeetive Büschel erster Ordnung; und zwar ent- 
,, sprechen einander die Polaren von P und Q in Bezug auf je 
,, einen der Kegelschnitte." 

Sind also irgend drei Kegelschnitte des Büschels gegeben, so 
ist die projeetive Beziehung der Polaren -Büschel beliebiger Punkte 
Töllig bestimmt, und man kann in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt des Büschels die Polare eines jeden Punktes der Ebene 
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linear construiren, sobald die Polare eines beliebigen Punktes ge- 
geben ist. Daraus folgt, daas der Büschel durch drei seiner Kegel- 
schnitte v&llig bestimmt ist. 

Wir können nun aber zeigen, dass der Kegelschnitt buschel 
sogar schon darch beliebige zwei seiner Kegelschnitte bestimmt 
ist. Durch einen passend gewählten Punkt P der Ebene kann 
man unendlich viele Gerade legen, welche entweder Iceineu oder 
einen oder jeden der beiden Kegelschnitte in reellen Punkten 
achneiden, und zwar im letzten Falle so, daas das eine Paar von 
Schnittpunkten durch das andere nicht getrennt ist. Auf jeder 
so durch P gelegten Geraden s der Ebene giebt es {T. Äbth. Seite 174) 
zwei reelle Punkte M, N, welche hinsichtlich der beiden Kegel- 
schnitte und somit bezüglich des Kegelschnittbüschels conjagirt 
sind; der Punkt, in welchem s den durch P gehenden Kegelachnitt 
des Büschels zum zweiten Maie trifft, ist demuaeh völlig bestimmt, 
weil er von P durch die beiden conjugirten Punkte M und A' 
harmonisch getrennt ist. Durch die beiden Kegelschnitte des Bü- 
schels ist also dessen durch P gehender Kegelschnitt und damit 
der ganze Büschel bestimmt. Daraus folgt: 

„Zwei Kegelsebnittbüschel sind identisch, wenn sie irgend 

,,zwei Kegelschnitte gemein haben. Wenn zwei Flächen eines 

,,F^-Büaehels durch zwei Kegelschnitte eines Kegelschnittbüsehels 

,, gehen, so ist letzterer ein Schnitt des i^^-Büscbels." 

Zwei beliebig in der Ebene angenommene Kegelschnitte bestimmen 

einen durch sie gehenden Kegelschnittbüschel; derselbe ist ein 

Schnitt jedes F^-Büscliels , von welchem zwei Flächen durch die 

beiden Kegelschnitte gehen. 

Ein Kegelaehnitthüscbel, deasen Ciirven einen reellen Punkt 
V mit einander gemein haben, kann aufgefasst werden als Schnitt 
eines P^-Büscbels, dessen Flächen sich in einer Geraden und 
einer cubiscben Raumcurve schneiden. Legt man nämlich durch 
U eine Gerade a, die nicht in der Ebene des Büscheis liegt, und 
verhindet dieselbe mit irgend zwei Kegelschnitten des Büschels 
durch Flächen zweiter Ordnung,, so haben letztere ausser a noch 
eine cubische Rauracarve k' gemein, von welcher a eine Sehne 
ist; der Kegelschnittbüschel aber ist von dem durch a und k^ 
gehenden i^*-Böschel ein Schnitt. Von dem Schnitte eines solchen 
F^-Büseheis haben wir früher (IL Äbth. Seite 238) den Satz be- 
wiesen: 

,,Ein Kegelschnittbüschel wird von jeder Geraden, die durch 
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„keinen gemeinscbaftliehen Punkt seiner Kegelschnitte geht, in 
„einer PunktiDvolntion geschnitten, deren Pnnktepaare auf je 
„einem Kegelschnitte des Büschels liegen." 

Nach dem Vorhergehenden gilt dieser Satz für jeden Kegel- 
schnittlnischel , dessen Curven einen reellen Punkt mit einander 
gemein haben; er gilt aber auch für jeden anderen Kegelsehnitt- 
biischel. Wenn nämlich zwei Kegelschnitte eines Büsehe!s sich 
weder in reellen Punkten schneiden noch berühren, so werden sie 
von keiner Geraden der Ebene in Piinktepaaren geschnitten, die 
sich gegenseitig trennen, und es giebt folglich in jeder Geraden 
der Ebene zwei Punkte M, N, die in Bezug auf jene beiden und 
folglich bezüglich aller Kegelschnitte des Büschels conjugirt sind. 
Diese beiden Punkte M, JVsind die Doppelpunkte der InvoIutioD, in 
welcher der Kegel seh nittbnschel von der Geraden geschnitten wird. 
Da ein J'^-Büschel mit einer Ebene allemal einen Kegelschnitt- 
büsehel gemein hat, so ergiebt sich aus dem obigen Satze: 

„Ein i^^-Büsehel wird von Jeder Geraden, die durch keinen 
„gemeinschaftlichen Punkt seiner Flächen geht, in einer Punkt- 
„involution geschnitten; die Gerade wird von höchstens zwei 
„Flächen des Büschels berührt, und zwar in den Doppelpunkten 
„der Involution." 

Aus dieser Eigenschaft der F^-Büschel lässt sich eine sehr 
einfache Lösung der schon früher {Seite 24) berührten Aufgabe 
ableiten : 

„Die Fläche zweiter Ordnung zu construiren, welche mit 
,,zwei gegebenen Flächen F^ und F^ in einem f ^-Büschel liegt 
„und durch einen beliebig angenommenen Punkt P geht." 
Man lege durch P Gerade, welche die Flächen F^ und Fl in je 
zwei reellen Punkten schneiden. Jede dieser Geraden wird von 
dem F^- Büschel in einer Involution geschnitten, welche durch 
jene zwei paar Schnittpunkte völlig bestimmt ist; die gesuchte 
Fläche aber geht durch den Punkt, welcher in der Involution dem 
Punkte P zugeordnet ist. — Die Construction ist nur dann nicht 
immer unmittelbar anwendbar, wenn die Flächen F^ und Ff sich 
gegenseitig aussehliessen. In diesem Falle construiren wir zu- 
nächst auf die angegebene Weise innerhalb F^ irgend eine dritte 
Fläche F^ des Büschels; alsdann können durch P unendlich viele 
Secanten au F^ und Fl gezogen werden, und die Construction 
führt zum Ziele. 



y Google 



Vierter Vortrag. ProjectiTe Erzeugung einer Fläche dritter Ordnung. 33 

Einen füc Kegelschnittbüschel früher (II. Äbth. Seite 238) be- 
wiesenen Satz können wir wie folgt auf den ^'^-Büscliel über- 
tragen: 

,,Durcb den F*-Bnsehel werden alle Geraden, welche die Grund- 
„curye des Büschels in je einem Punkte schneiden, projeetiv 
,,auf einander und perspectiv auf den F^-Büschel bezogen, so- 
,,dass auf jeder Fläche des Büschels eine Gruppe '. 
,, Punkte dieser Geraden liegt." 



Vierter Vortrag. 



Erzengniss eines /''^-Büschels mit einem zn ihm prc- 
jectiven Ebenenbüschel. Die vier Hauptarten der 

i^^- Büschel. 



Die projective Verwandtschaft, welche sich zwischen den F^- 
Büscheln und beliebigen Eiern entargebilden aufstellen lässt, führt 
uns zu einer Fülle von neuen interessanten Anfgaljen. Wir wollen 
von denselben nur die folgende besprechen: 

,,Von welcher Orduung ist die Fläche, welche ein i^^'-Büschel 
,,mit einem zu ihm projectiven Ebenenbüschel erster Ordnung 
,, erzeugt?" 

Die so erzeugte Fläche geht durch jeden Kegelschnitt, den 
irgend eine Fläche des i''*-Büschels mit der ihr entsprechenden 
Ebene gemein hat; sie enthält deshalb die Ase de.s Ebenenbüsehels 
und die Grundcurve des J''^-Bnschels. Eine Gerade, welche die 
Axe des Ebenenbüschels schneidet, hat ausser dem Schnittpunkte 
uoch höchstens zwei Punkte mit der Fläche gemein, wenn sie 
nicht ganz auf ihr liegt. Wir werden zeigen, dass die Fläche mit 
einer beliebigen, nicht auf ihr liegenden Geraden y höchstens drei 
Punkte und mindestens einen reellen Punkt gemein hat, also von 
der dritten Ordnung ist. 

Die Gerade y wird von dem Ebenenbüschel in einer zu ihm 
und dem Flächenbüschel projectiven Puuktreihe geschnitten. Wir 
wollen nun zunächst beweisen: 
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„Wenn eine gerade Punktreihe ^ auf eiuea /''^-Büschel pro- 
„jectiv bezogen ist, uad mau construirt zu jedem Punkte P 
„von g die Polare iu Bezug auf die ihm entsprechende Fläche 
„■K? des Büschels, so bilden diese Polaren einen zu g projectiveu 
„ Ebenen büscliel zweiter Ordnung, und nur in ganz speciellen 
„Fällen schneiden sie sieh alle iu einer Geraden." 
Zu dem Punkte P von g construiren wir die Polarebene hin- 
sichtlich der ihm entsprechenden Fläche ic^, indem wir die Polare 
von g in Bezug auf tc^ mit der Geraden verbinden, welche dem 
Punkte P hinsichtlich des Flächenbüschels eonjugirt ist. Den 
Punkten von g sind die Strahlen einer zu g projectiven ßegelsehaar 
oder Kegelfläche zweiter Ordnung eonjugirt; und die Polaren von g 
bilden eine zweite, zu dem Flächenbüschel projective Regelschaar 
resp. Kegelfläche zweiter Ordnung. Diese beiden Strahlengebilde 
sind projectiv, weil die Punktreihe g und der Flächenbüschel es 
sind; und sie erzeugen (I. Äbfch. Seite 133) im Allgemeinen einen 
zu g projectiven Ebenenbüsche] zweiter Ordnung, weil im ersten 
Fall jede der Regeischaaren die Leitechaar der anderen ist und weil 
im zweiten Falle die beiden Kegel zweiter Ordnung conjectiv sind 
(Seite 28), Nur dann gehen die Verbindungs-Ebenen von je zwei 
homologen Strahlen alle durch eine Gerade, wenn im letzteren 
Falle die Kegel involutorisch liegen. 

Die Punktreihe g liegt nun entweder perspectiv zu jenem 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, oder mindestens ein reeller Punkt 
und höchstens drei Punkte von g liegen in den ihnen entsprechen- 
den Ebenen des Büschels (I. Abth. Seite 129)*). Jeder solche 
Punkt ist aber sich selbst eonjugirt hinsichtlich der ihm ent- 
sprechenden Fläche des i*" ^-Büschels. Also: 

,,Wenu eine Punktreihe erster Ordnung g auf einen iJ^^-Bü- 
„schel projectiv bezogen ist, so liegen höchstens drei Punkte 
„von g auf den ihnen entsprechenden Fachen und mindestens 
„ein reeller Punkt, es sei denn, dass die Punktreihe zu dem 
„Flächenbüschel perspective Lage hat." 



*) Entsprechen der Geraden g zwei involutorisch liegende Kegel zweiter 
Ordnung, so gelangen wir zu demselben Ergebnis» wie folgt. Wir proji- 
cir»n aus der Involutionsaxe der Kegel die Punktreilie g durch einen Ehenen- 
büseiiel. Dieser ist auch ku den Kegeln projectiv und folglich gehen höch- 
stens drei seiner Ebenen durch die entsprechenden Strahlen der Kegel nnd 
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Daraus ergiebt sich Dunmehr als Lösung der vorliiu gestellteii 
Aufgabe der Satz: 

„Ein ii^^-Büschel erzeugt mit eiuem zu ihm projectiven Ebeneii- 
,,büschel erster Ordnung eine Fläche dritter Ordnung, welche 
„mit jeder nicht auf ihr gelegenen Geraden höchstens drei Punkte 
„und mindestens einen Punkt gemein hat. Diese cubische Fläche 
„geht durch die Grundeurve des i^'^-Büsehels und durch die Äxe 
„a des Ebeueubüschels. Von den Ebenen des letzteren wird sie 
„in d und je einer Gurve zweiter Ordnung geschnitten; diese 
„Curven schneiden die Äse a in einer Punktinvolution" (Seite 32), 
Besteht der Ebenenbüschel aus den Polaren eines Punktes be- 
züglich der Flächen des F^- Büschels, so ergiebt sieh: 

„Die Berührungspunkte der Tangenten, welche aus einem 
„beliebigen Punkte au die Flächen eines i''^-Buschels gezogen 
„werden können, liegen auf einer Fläche dritter Ordnung, Die- 
„selbe geht durch die Grundeurve des Büschels, durch jenen 
„Punkt und durch die ihm conjugirte Gerade a, und hat mit 
„den durch a gelegten Ebenen je einen Kegelschnitt gemein." 
Wir wollen noch einige Folgerungen aus dem Satze ableiten, 
dass die Polaren beliebiger Punkte bezüglich der Flächen eines 
F^-Büschels projective Ebenenbüsehel bilden. Die Polaren von 
vier beliebigen Punkten bilden darnach vier projective Ebenen- 
büsehel; es giebt aber {II. Abth, Seite 201) i. A. vier Punkte, in 
denen je vier homologe Ebenen dieser Büschel sich schneiden, und 
jeder dieser Punkte ist Doppelpunkt einer singulären Fläche des 
J^^- Büschels. Umgekehrt gehen durch den Doppelpunkt jedes in 
dem i^^-Büschel enthaltenen Kegels die Polaren der vier Punkte 
bezüglich dieses Kegels. Daraus folgt (vgl. Seite "20): 

„Der i''^-Büscbel enthält i. A. vier Kegel zweiter Ordnung." 
Er ist sjugulär, wenn er mehr als vier Kegel oder ein Ebenenpaar 
enthält. 

Weil die Mittel- oder Doppelpunkte von zwei Kegeln zweiter 
Ordnung bezüglich beider Kegel conjugirt sind (II. Abth. Seite 137), 
so ergiebt sich (Seite 27): 

„Die Doppelpunkte der Kegel eines i''^-Büschels sind conjugirt 
„bezüglich des Büschels und Hauptpunkte desselben." 
Wenn ihrer vier reelle existiren, so bilden sie also, wie wir auch 
sonst schon wissen (Seite 20), die Eckpunkte eines Poltetraeders 
des i<'^-Büsche]s, Fallen von den Kegeln des Büschels zwei zu- 
sammen, so ist ihr Doppelpunkt sich selbst conjugirt 1 
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aller Flächen des Büschels, und seiuc Polarebeoe berührt in ihm 
diese Flächen. Also: 

„Wenn zwei Kegel des i'^^-Biischels zusammenfallen, so be- 
„ rühren sieh in deren Doppelpunkte die übrigen Flächen des 
„Büschels. Der Tf^^-Büschel ist in diesem Falle ein specieller." 
Dass umgekehrt ein Punkt, in welchem zwei Flächen des Büschels 
sich berühren, ein Hauptpunkt des Büschels, Doppelpunkt eines 
seiner Kegel und gemeinsamer Berührungspunkt seiner übrigen 
Flächen ist, folgt daraus, dasa die Polaren des Punktes mit seiner 
Berührnngsebene zusammen fallen. 

„Der allgemeine F^-Büsche! enthält vmendüch viele Regel- 
„ flächen, und zwar wird eine beliebige Ebene s von mindestens 
„einer derselben berührt." 
Denn der Kegelschnittbüschel, in welchem e den F^-Büschel schnei- 
det, enthält (I. Äbth. Seite 235} mindestens ein reelles Strahlen- 
paar, und dieses liegt i. A. auf einer Regelüäche und nur bei be- 
sonderer Lage von s auf einem Kegel des i^'^-Büscliels. Besteht 
der i^^-Büsehel ausschliesslich aus Regelflächeu, so wird sein 
Schnitt mit s von lauter reellen Kegelschnitten gebildet, und diese 
haben, da sie einen Büschel bilden, entweder zwei oder vier reelle 
Punkte geraein, die aber bei besonderer Lage von e zum Theil 
oder alle zusammenfallen können. Also: 

,,Wenii ein Ji'^-Büschel ausschliesslich aus Eegelflächen besteht, 
„so ist seine Grundeurve reell und hat mit jeder Ebene reelle 
„Punkte gemein." 

Die Polavsjsteme und Flächen eines /''^-Büschels folgen stetig 
auf einander (Seite 28); eine reelle nicht geradlinige Fläche des- 
selben aber kann in ihm nur dadurch in eine Eegelfläche oder in 
eine imaginäre Fläche des Büschels stetig übergehen, dass sie die 
üebergangsform eines reellen bezw. eines imaginären Kegels zwei- 
ter Ordnung annimmt. Wir scbliessen daraus: 

,,Die Regelflächen eines allgemeinen F^-Büschels sind durch 
„reelle Kegel von den übrigen reellen Flächen des Büschels ge- 
„trennt, letztere aber sind durch imaginäre Kegel, deren Doppel- 
„ punkte und polare Bündel reell sind, von den imaginären 
,, Flächen getrennt, welche etwa in dem i^^-Büschel als Ord- 
„uungsfiächen reeller Polarsysteme vorkommen. Der Büschel 
„enthält deshalb ausschliesslich Eegelflächen, wenn er keine 
,, reellen Hauptpunkte hat; und nur dann, wenn er vier reelle 
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„Hauptpunkte hat, kann er Polarsysteme mit imaginären Ord- 
„nungsflächea enthalten," 

Hat der 7*'*-Büscliel eine reelle Grundcurve k*, so wird diese 
ans jedem Hauptpunkte durch einen Kegel des Büscliels projicirt; 
die Strahlen dieses Kegels zweiter Ordnung bestehen aus eigent- 
lichen oder un eigentlichen Sehnen von /c*, und seine Tangential- 
ebenen berühren die Grundcurve doppelt. Mit einer beliebigen 
Sehne oder Taugente kann fc* durch eine Regelfläche des Büschels 
verbunden werden; dieselbe enthält alle Sehnen und Tangenten 
von fc*, welche jene Sehne oder Tangente ausserhalb der Curve 
schneiden (Seite 20). Jede Ebene, welche /e* in zwei Punkten 
P, Q berührt, geht durch einen Hauptpunkt des P^- Büschels; 
denn die Fläche des Büschels, welche Ä* mit der Berührungssehue 
PQ verbindet, berührt die Ebene in P und in Q und folglieh längs 
der Geraden PQ, ist also ein Kegel. Daraus folgt: 

„Eine beliebige Tangente der Grundcurve k^ schneidet so viele 
„andere reelle Tangenten der Curve, als der P^-Büschel reelle 
,, Hauptpunkte hat. Eine Regelfläche des Büschels, die durch 
,,eine Tangente von ^* geht, enthält in jeder ihrer beiden 
,, Regeischaaren so viele reelle Tangenten von 7f*, als der Bü- 
,, schal reelle Hauptpunkte hat; wenn aber gar keine reellen 
,, Hauptpunkte vorhanden sind, so enthält nur eine dieser Regel- 
„scbaaren reelle Tangenten von fe*." 

Die Strahlen einer solchen Regelschaar sind Sehnen von ft*; 
die zwei oder vier reellen Taugenten der Schaar trennen die eigent- 
hehen Sehneu der Schaar von den uneigentliehen und begrenzen 
auf der ßegelfläche einen resp. zwei Flächenstreifen, worauf die 
Raum curve k^ liegt. 

Wenn jede der beiden Regeischaaren vier reelle Tangenten 
enthält, so werden diese aus den vier Tangenten der anderen 
Schaar und aus deren übrigen Strahlen durch projective Ebenen- 
büachel projicirt, luad zwar aus den Tangenten durch Büschel, 
welche zugleich die Hauptpunkte projiciren. 

„Diese Büschel von je vier Ebenen sind zu denen projectiv, 

,, durch welche die vier Hauptpunkte ans beliebigen Tangenten 

,,von k* projicirt werden, und ihr Doppelverhältniss ist deshalb 

,,eiue Invariante des F^-Biischels und seiner Grundcurve Ä;*." 

Nämlich die Tangenten von ft* berühren zugleich die Flächen des 

Büschels und werden von ihren Polaren bezüglich dieser Flächen 

in ihren resp. Berührungspunkteu geschnitten; sie gehören des- 
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halb zu dem quadratischen Complexe der Geraden, deren Polarea 
sieh schneiden, und aus ihnen werden folglich die vier Haupte 
punkte dureh projeetive Ebeneubüschel projicirt (Seite 15). 

Auf Grund der vorhergehenden Sätze und Bemerkungen können 
wir nun die folgenden vier Hauptarten*) des allgemeinen 
Ji^^-Büschels unterscheiden, abgesehen von zahlreichen Ueber- 
gangsarten und speciellen .F^- Büscheln, deren Flächen sich be- 
rühren. 

Der ^'^-Büschel erster Art hat vier reelle Hauptpunkte und 
enthält zwei reelle und zwei imaginäre Kegel; seine Gmndcnrve 
ist imaginär. Er ist der einzige, dessen Polai-sy steine zum Theil 
imaginäre Ordnungsflächen haben. Er wird bestimmt durch zwei 
beliebige Flächen zweiter Ordnung, die keine reellen Punkte mit 
einander gemein haben. 

Der i^^-Büschel zweiter Art hat wie der vorhergehende ein 
reelles Poltetraeder, enthält aber vier reelle Kegel. Seine Grund- 
curve ist „zweizügig", sie besteht aus zwei reellen paaren Zweigen 
oder Zügen, die mit einer beliebigen Ebene je eine gerade Anzahl 
(0, 2 oder 4) reeller Schnittpunkte gemein haben. Der Büschel 
wird bestimmt dureh zwei Flächen zweiter Ordnung, von denen 
eine die andere dorchbohrt. 

Der i<^*-Büschel dritter Art hat nur zwei reelle Hauptpunkte 
und enthält zwei reelle Kegel ; seine Grundeurve hat einen reellen 
Zweig und ist eine paare einzügige Kaumeurve. Der Büschel wird 
bestimmt durch zwei Flächen zweiter Ordnung, die in einander 
seitlich einsehneiden oder einseitig eingreifen, ohne sich zu durch- 
bohren. 

Der i''^-Büschel vierter Art hat keine reellen Hauptpunkte 
und enthält ausschliesslich Regelflächen. Seine Grnndcnrve ist 
zweizügig und besteht aus zwei unpaaren Zweigen, die mit einer 
beliebigen Ebene je eine ungerade Anzahl (1 oder 3) reeller Schnitt- 
punkte gemein haben und sieh folglieh beide in das Unendliche 
erstrecken. Der Büschel wird bestimmt durch zwei Regelfiächen 

*) Auf dieeelben machten gleichzeitig aufmerksam E. Sturm in seinen 
Sjiith. Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung (Lpz. 1867) S. 304—809 
und Cremona in Crelle's Journal 68 S. 124; wenig später sodann Painvin 
in den Nouv. Annales de Mathöm., 2e S^rie VlI p. 481. Die drei Hauptarten 
der biquadratischen Raumcurve erster Art hat Herr Hermann Wiener 
durch sehr schöne Fadenmodelle dargestellt (Verlag von L. Brill in Darm- 
stadt). 
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zweiter Ordnuug, von denea die eine irgend zwei Stralilen der 
anderen trennt. Seine Grundcurve hat mit jeder Ebene mindestens 
zwei reelle Punkte gemein, die auf je einem der beiden Zweige 
liegen, und durch jeden Punkt geht eine reelle Gerade, welche 
beide Zweige dieser Raumeurve schneidet. 

Diesen Hauptarten des ii^^-Büsehels sind die analogen vier 
Hauptarteu der $*-Schaar reciprok. Jede $^-Schaar erster oder 
zweiter Art hat demnach ein reelles Poltetraeder, dagegen hat 
eine C'^-Sehaar dritter oder vierter Art nur zwei resp. keine reellen 
Hauptebenen und Hauptpunkte. Nur die $^-Schaaren der letzten 
drei Arten sind reellen Ebenenbiischeln vierter Ordnung einge- 
schrieben. Da jeder Hauptpunkt zweier Flächen zweiter Ordnung 
bezüglich derselben eine Hauptebene zur Polare hat, so ergiebt 
sich leicht: 

,,Zwei nicht singulare Flächen einer $*-Schaar erster oder zwei- 
,,ter Art bestimmen allemal einen F^- Büschel erster oder zwei- 
„ter Art, und schneiden sich demnach entweder garnicht oder 
,,in zwei paaren Linienzügen. Zwei beliebige Flächen einer 
,,*&^-Scbaar dritter Art bestimmen einen F^-Büschel dritter 
„Art und sehneiden sich in einer einzügigen paaren Raumeurve. 
„Eine (p^-Schaar vierter Art enthält ausschliesslich Regelflächen; 
„zwei beliebige dieser Flächen aber bestimmen einen f^- Büschel 
„vierter Art, und sehneiden sich in zwei unpaaren Linienzügen." 



Fünfter Vortrag. 

Aehnliche, concentriscli und ähnlich liegende Flächen 
zweiter Ordnung und ihre Normalen. 



Confoeale Flächen zweiter Classe haben nach dem sechzehnten 
Vortrage der IL Äbtheilung denselben Axencomplex; eine „Schaar- 
schaar" coasialer Flächen zweiter Classe besteht demnach aus un- 
endlich vielen Schaaren confoealer Flächen. Wir wollen nunmehr 
nachweisen, dass die coaxialen Flächen auch unendlich viele F^- 
Büschel bilden, und werden diese specielien Flächenbüschel näher 
untersuchen. Wir beweisen zunächst den folgenden Satz: 
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„Sind von einer Fläche zweiter Ordnung die Symmetiie- 
,, Ebenen und derjenige Durchmesse!' gegeben, welcher einer be- 
,, liebig angenommenen, zu keiner Haupfcase parallelen oder 
,, senkrechten Ebene s coujugiz-t ist, so sind dadurch der Axeu- 
„comples der Fläche und die Axen jedes auf der Fläche lie- 
,,gendeu Kegelschnittes bestimmt." 
Der Pol der Ebene a liegt auf dem ihr conjugirten Durchmesser; 
und weil die Senkrechte, welche aus diesem Po! auf e gefällt wer- 
den kann, eine Ase der Fläche ist, so muss (II. Abth. Seite 143) 
jede zu s normale Gerade, welche jenen Durchmesser schneidet, 
eine Axe sein. Der Axencomplex ist daher völlig bestimmt (II. Äbtii. 
Seite 145). Die Mittelpunkte aller Curven, in welchen die Fläche 
zweiter Ordnung von parallelen Ebenen geschnitten wird, Hegen 
auf einem, den Ebenen conjugirten Durchmesser. Um den letzten 
Theil des Satzes zu beweisen, brauchen wir also nur noch zu 
zeigen, dass zu jeder durch einen Punkt P gelegten Ebene der 
conjugirte Durchmesser eindeutig bestimmt ist. Denn die Äsen 
des in der Ebene gelegeneu Kegelschnittes der Fläche zweiter Ord- 
nung schneiden den conjugirten Durchmesser und sind als Strahlen 
des Axencomplex es mit bestimmt. 

Nun ist jeder Hauptaxe der Fläche die zu der Hanptaxe uoi- 
male Ebene des Punktes P conjugirt, und jeder zu einer Sym- 
metrie-Ebene parallelen Ebene von P ist der Durchmesser conju- 
girt, welcher zu der Symmetrie -Ebene rechtwinklig ist (und also 
im Falle des Paraboloides unendlich fern liegt in der anderen 
Symmetrie -Ebene). Von der zu s parallelen Ebene des Punktes 
P ist der conjugirte Durchmesser ebenfalls bekannt, und somit 
kennen wir für vier durch P gehende Ebenen, von denen keine 
drei in einer Geraden sich schneiden, die conjugirten Durchmesser. 
Bekanntlich ist aber der Bündel P reciprok auf den Durchmesser- 
biindel bezogen, wenn jeder Ebene von P der ihr conjugirte Durch- 
messer zugewiesen wird; und da wir von vier Ebenen des Punktes 
P die conjugirten Durchmesser schon kennen, so ist die reciproke 
Verwandtschaft der beiden Bündel völlig festgestellt. Also kann 
wirklich zu jeder Ebene von P der conjugirte Durchmesser durch 
lineare Constructionen gefunden werden; der Satz ist damit be- 
wiesen. 

Seien a, a^ zwei parallele Axen des Complexes und A, A^ 
ihre Schnittpunkte mit einem Durehmesser. Wir können dann 
zwei Flächen zweiter Ordnung constrniren, denen der gegebene 
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Axeneomplex zugehört, und zu welchen die Axeu a, a^ in den resp. 
Ponkten A, Ä^ normal sind. Die Berührungs-Ebenen dieser Plächeu 
in Ä und Ä-^ sind parallel und dem nämlichen Durchmesser AA^ 
conjugirt; nach dem Vorhergehenden müssen deshalb je zwei Durch- 
messer, welche parallelen Ebenen in Bezug auf die beiden Flächen 
conjugirt sind, zusammenfallen, und folglich ebenso je zwei Durch- 
messer-Ebenen, die parallelen Geraden conjugirt sind. Wir nennen 
diese Flächen zwei ,, ähnliche, concentrisch und ähnlich liegende", 
oder kürzer ,,homothetische coaxiale" Flächen zweiter Ordnung, 
und können die soeben gefundenen Eigenschaften derselben wie 
folgt aussprechen: 

,,Die Mittelpunkte und Axeu der Kegelschnitte, in welchen ho- 
„mofchetische coaxiale Flächen zweiter Ordnung von einer Ebene 
„ geschnitten werden, fallen zusammen. Die Beruh rungs-Ebeneu 
„der Punkte m welchen die Flächen von einem Durchmesser 
„geschnitten weiden, sind parallel. Die Halbirungspunkte pa- 
„lallelei Sehnen dei Flächen liegen in einer und derselben 
, Durchmessei -Ebene Haben die Flächen einen Mittelpunkt, 
„ao sind folglich ]hie polaren Darchmesserbündel und ihre 
„Äsjmptotenkegel identisch; die Flächen beriilireu sieh also in 
„ihien uueodlich feinen Punkten." 

Von einem Bündel paralleler Sehnen gehen zwei durch A und 
A^ und schneiden die beiden Flächen zweiter Ordnung zum zwei- 
ten Male in den resp. Punkten B und B^. Und da nicht blos 
A und A^^, sondern auch die Mittelpunkte der Sehnen AB und 
Aj^B^ auf einem Durchmesser liegen, so muss auch durch B und 
und £j ein Durchmesser geien, Haben die Flächen zweiter Ord- 
nung einen Mittelpunkt M, so schliessen wir aus der Aehnliehkeit 
der Dreiecke AMB und A-^MB^: 

MA:MA, =MB-.MB^. 
„Die Durchmesser ähnlicher, concentrisch uud ähnlich liegender 
„Ellipsoide oder Hyperboloide werden also von den Flächen pro- 
„portional getheilt," 
Sind dagegen die Flächen Paraboloide, so sind die Durchmesser 
AA-^ und BB^ parallel und das Viereck AA^B^B ist ein Pa- 
rallelogramm. Die Strecken AA^ und BB^ sind folglich gleich, 
und es ergiebt sich: 

,,Zwei homothetiache coaxiale Paraboloide sind cougruenfc uud 
„können zur Deckung gebracht werden, indem das eine in der 
„Richtung der Durchmesser verschoben wird." 
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Concentrisclie Hyperboloide, deren Asymptoteiikegel zusammen- 
fallen, sind coaxial und werden von jeder Ebene in concentriscbeu 
Cnrven mit gemeinschaftlichen Axen geschnitten. Denn dnrcb den 
Asymptotenkegel ist zu jeder Ebene t des Raumes der eonjugirte 
Dnrchmesser bestimmt, also auch der Mittelpunkt von s und die 
zu e normalen Äsen, Ein Hyperboloid ist völlig bestimmt, sobald 
der Asymptoteukegel und ausserhalb oder innerhalb desselben ein 
Punkt P des Hyperboloides gegeben ist. Denn jede durch P und 
den Mittelpunkt gellende Ebene, welche den Asymptotenkegel in 
zwei Strahlen a, h schneidet, bat mit dem Hyperboloid eine Hy- 
perbel gemein, die durch P geht und von welcher a, b die Asym- 
ptoten sind; diese Hyperbel aber ist völlig bestimmt und leicht 
eonstruirbar. 

Werden zu einer Flache zweiter Ordnung alle mit ihr homo- 
thetischen coasialen Flächen hinzugefügt, so geht von denselben 
eine durch jeden Paukt des Raumes, falls die gegebene Fläche 
ein Ellipsoid oder ein Paraboloid ist; ist sie dagegen ein ein- oder 
zweifaches Hyperboloid, so geht durch jeden Punkt ausserhalb resp. 
innerhalb des Asymptotenkegels eine jener Flächen. Wir wollen 
im letzteren Falle alle übrigen Hyperboloide, die mit dem ersteren 
den Asymptotenkegel gemein haben, hinzufügen, so dass wir eine 
Sehaar von ähnlichen einfachen und eine Schaar von ähnlichen 
zweifachen Hyperboloiden erhalten. Die Gesammtheit dieser Flächen, 
von denen durch jeden eigentlichen Punkt nur eine geht, nennen 
wir einen „Büschel bomothe tischer coasialer Flächen zweiter Ord- 
nung;" derselbe ist durch eine beliebige seiner Flächen bestimmt. 

Jede Ebene wird von einer einzigen Fläche des Büschels be- 
rührt, und zwar in dem gemeinschaftlichen Mittelpunkte der Cnr- 
ven zweiter Ordnung, in welchen die übrigen Flächen von der 
Ebene geschnitten werden: denn die Pole der Ebene in Bezng auf 
die Flächen des Büschels liegen auf dem zu der Ebene conjugirten 
Durchmesser. Die Polarehenen eines Punktes P in Bezug auf 
die Flächen des Büschels sind parallel und einem und demselben 
Durchmesser conjugirt. Fällt man aus P eine Normale auf diese 
Ebenen, so erhält man eine beliebige Axe der Flächen, und da 
P deren Pol ist, so ergiebt sich: 

„Durch die homothetisehen coaxialen Flächen wird Jeder Axe 
,,ein und derselbe Pol zugewiesen." 

Jede Axe steht zu einer der Flächen in ihrem Pole P nor- 
mal; und dieser Pol oder Fusspunkt wird construirt, indem man 
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Axe mit dem Durchmesser zum Durchschnitt bringt, welchem 
zu der Axe normalen Ebenen conjugirt sind. Die in irgend 
ner Ebene liegenden Axen umhüllen nach früheren Sätzen i, A. 
Parabel; also: 

„Die Normalen, welche in einer beliebigen Ebene e an einen 
„Büschel homothetiscber coaxialer Flächen zweiter Ordnung ge- 
„zogen werden können, umhüllen i. Ä. eine Parabel. Die Fuss- 
,, punkte dieser Normalen sind zugleich deren Pole und liegen 
„auf einer Tangente der Parabel" (IL Äbth. Seite 142). 
Der Satz erleidet Ausnahmen, wenn die Ebene £ eine Durch- 
messerebene oder zu einer Symmetrie-Ebene 7 normal ist. Näm- 
lich im letzteren Falle gehen die in e liegenden Normalen alle 
durch einen Punkt von 7 und ihre Fusspankte liegen in einer zu 
Y normalen Geraden (II. Abth. Seite 143); im ersteren Falle sind 
sie parallel und ihre Fnaspunkte oder Pole liegen in einem Durch- 
messer. 

Weil eine Gerade mit einer Fläche des Büschels höchstens 
zwei Punkte gemein hat, wenn sie nicht ganz auf ihr Hegt, 
so folgt: 

„In einer beliebigen Ebene e liegen im Allgemeinen und 
„höchstens zwei Normalen einer Fläche zweiter Ordnung." 
Eine Ausnahme machen nur die Symmetrie-Ebenen, und bei den 
Kegeln zweiter Ordnung die Normalebenen, welche in den Strahlen 
des Kegels die zugehörigen Berührungsebenen rechtwinklig schnei- 
den. Sucht man zu den Geraden, welche auf "der Ebene e senk- 
recht stehen, die conjugirte Durchmesserebene und bringt man 
diese mit s zum Durchschnitt, so geht die Schnittlinie durch die 
Fusspunkte der beiden in e gelegenen Normalen der Fläche. Diese 
Punkte sind demnach leicht zu construiren. 

„Alle durch einen Punkt P gehenden Normalen ähnlicher, 
„ concentrisch und ähnlich liegender Flächen zweiter Ordnung 
„liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung (IL Abth, Seite 142), 
,, falls P weder unendlich fem, noch in einer Symmetrie-Ebene 
,, liegt; der Ort ihrer Fusspunkte ist eine durch P und den 
„Mittelpunkt der Flächen gehende räumliche Hyperbel, deren 
„drei Asymptoten zu den Hauptaxeu parallel resp. zu den Sym- 
„ metrie-Ebenen normal sind." 
Der zweite Theil des Satzes ergiebt sich auf folgendem Wege. 
Legt man normal zu den Strahlen jenes Kegels P zweiter Ord- 
nung durch einen beliebigen Punkt Ebenen, so bilden diese einen 
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Büsche! zweiter Ordnuog (I. Abth. Seite 188), und die ibueu cou- 
jugirten Durchmesser bilden folglich einen Kegel oder Cylinder M 
zweitei' Orduuug. Dei'selbe hat mit dem Kegel P den Durchmesser 
MP gemein; denn die eoujugirten Normalstrahlen der zn MP cou- 
jugirten Ebenen schneiden alle den Durchmesser MP und einer 
von ihnen liegt folglieh auf dem Kegel P, weshalb MP auf dem 
Kegel oder Cylinder M liegen muss. Da nun jede Normale n in 
ihrem Fusspunhte von dem Durchmesser geschnitten wird, welcher 
den zu n rechtwinkligen Ebenen conjugirt ist, so liegen die Fuss- 
puukte aller durch P gehenden Normalen auf der cubischen Raura- 
curve, welche die Kegel M nud P noch ausser dem Durchmesser 
MP mit einander gemein haben. Beide Kegel gehen durch die 
Pole der Symmetrie-Ebenen und die unendlich fernen Punkte der 
Hauptaxen; also auch ihre Schnitfccurve. Diese Curve ist dem- 
nach auch dann eine räumliche Hyperbel mit drei zu einander 
rechtwinkligen Asymptoten, wenn die homotheti sehen coaxialen 
Flächen Paraboloide sind. Im Punkte P wird die räumliche Hy- 
perbel von der zu den Polarebenen von P normalen Geraden berührt. 
Mit einer einzelnen von den homothetisehen Flächen hat die 
räumliche Hyperbel höchstens sechs Punkte gemein (Seite 21), 
und im Falle des Paraboloides ist der unendlich ferne Punkt der 
Hauptaxe einer dieser Punkte; also: 

,,Aus keinem Punkte P können mehr als sechs Normalen an 
„eine Fläche zweiter Ordnung gezogen werden; im Falle des 
„Paraboloides ist eine dieser Normalen ein Durchmesser und 
„ihr Fusspunkt unendlich ferne." 
Dieser Satz und die vorhergehenden gelten nicht für Eotations- 
Flächen zweiter Ordnung, welche früher (II. Abth. S. 143) aus- 
drücklich ausgeschlossen wurden. 

Wir können aus den noch übrigen Sätzen des fünfzehnten Vor- 
trages der H. Abtheilung die folgenden über die Normalen von 
Flächen zweiter Ordnung ableiten: 

„Sind von einem Büschel homothetischer coasialer Flächen 
„zweiter Ordnung die Symmetrie -Ebenen und eine beliebige 
,, Normale gegeben, so sind dadurch alle Normalen der Flächen 
„bestimmt. Die Normalen, welche eine Gerade ij schneiden, 
,, liegen so zu einander, dass alle durch einen beliebigen Puukt 
„P von y gehenden Normalen einen Kegel zweiter Ordnung 
,, bilden, und alle in einer beliebigen Ebene s von g liegenden 
„Normalen eine Parabel umhüllen. Nur wenn P unendHch fern 
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„oder in einer Symmetrie-Ebene liegt, zerfällt der Kegel in zwei 
„ Stralilenbüschel erster Ordnung; und ebenso erhalten wir in 
„ä statt der Parabel -Tangenten zwei Strablenbiisehel erster Ord- 
„nung, wenn s eine Durcb messerebene der Flächen oder zu 
„einer Symmetrie-Ebene normal ist. Die Fusapunkte aller Nor- 
„ malen, welche die Gerade g schneiden, erfüllen einen Kegel 
„oder eine Regelfläche zweiter Ordnung, je nachdem g selbst 
„zu einer Fläche des Büschels normal ist oder nicht; wenn je- 
„doeh g unendlich fern liegt, so erfüllen jene Fusspunkte eine 
„Duirehraesserebeue, und wenn g in einer Symmetrie -Ebene 
,, liegt, so sind die Fusspunkte theils in dieser, theils in einer 
„zu der Symmetrie-Ebene senkrechten Ebene enthalten." 
Der letzte Theil des Satzes folgt daraus, dass der geometrische 
Ort der Fusspunkte mit jeder durch g gelegten Ebene s eine Ge- 
rade gemein hat und mit einem Äxenkegel P, dessen Mittelpunkt 
auf g liegt, i. A. eine cubische Rannicurve. Die Ausführung des 
Beweises überlasse ich dem Leser. 



Sechster Vortrag. 

Strahlencongruenzen zweiter Classe, erzeugt durch 
collineare Flächen zweiter Ordnung*). 



Ein durch collineare Rävime 2, '^^ erzeugter quadratischer 
Complex r ist durch seine Erzeugungsart projectiv auf den Punkt- 
raum S und ebenso auf Sj bezogen. Da nämlich ein beliebiger 
Strahl s von I' zwei homologe Punkte S, Sj der collineareu Räume 
verbindet, so entsprechen ihm diese Punkte in 51 und Sj. Wir 
nennen der Kürze wegen S den ,,Pol" des Complexstrahles s im 
Räume ^. Rechnen wir den Strahl s zu 2^ und damit zum 
Bündel S^, so schneidet er in seinem Pole S den entsprechenden 
Strahl von 2. Jeder Hauptpunkt des Complexes ist Pol aller 
durch ihn gebenden Strahlen; jeder andere Paukt des Raumes S 

*) Vgl. meinen Aufsiitz in Cielle's Journal für die r. u. a. Mfifliematik 93, 
8. 81—86 (1882). 
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ist der Pol eines einzigen Gomplexstrahles. Zwei Com pl ex strahlen 
s, t, deren Pole S, T keine Hauptpunkte sind, schneiden sich nur 
dann, wenn die Verbindungslinie ST ihrer Pole dem Complexe 
angehört; denn nur in diesem Falle liegt ST mit dem entsprechen- 
den Strahle S^T^ von 2^ in einer Ebene {Seite 1). Die speei- 
ellen Fälle, in welchem S und S^ unendlich viele Elemente eut^ 
sprechend gemein haben, wollen wir wiederum ausschliessen. 

Ersetzen wir 2, durch einen der Räume S^, welche mit 
2 und 2^ in einer Sohaar coUinearer Räume liegen (Seite 12), 
so bleibt der quadratische Coniplex V derselbe, und auch die 
Pole seiner Strahlen in 2 bleiben uugeandert. Denn in den col- 
linearen Räumen dieser Schaar entsprechen jedem Punkte S von 
S die Punkte des Complexstrahles s, von welchem S der Pol 
ist. Einer beliebigen Geraden von S entsprechen die Strahlen 
einer Regelschaar, deren Leitschaar dem Complexe angehört; zwei 
beliebigen Punkten (oder Geraden oder Ebenen) von 2 entsprechen 
folglich die Elemente von zwei projectiven Punktreihen (resp. Regel- 
schaaren oder cuhischen Ebeuenbüscheln). Einer beliebigen Flache 
F^ zweiter Ordnung von S entspricht in S^ und in jedem anderen 
Räume S^ der Schaar eine zu ihr oollineare Fläche F\ resp. Fl ; 
iille diese collinearen Flächen aber erzeugen zu zweien mittelst 
ihrer homologen Punkte eine und dieselbe in dem Complexe V 
enthaltene Strahlencongruenz \a\; und zwar besteht \a\ aus den 
Strahlen von F, deren Pole auf der Fläche F^ liegen. In einem 
wichtigen Specialfalle besteht die Congruena, wie wir sehen 
werden, aus den Normalen einer Fläche zweiter Ordnung, 

Der näheren Untersuchung dieser Congruenz \a\ schicken wir 
einige Sätze über die Strahlen des quadratischen Complexes V 
und ihre Pole voraus. Die Pole aller in einer Ebene Sj enthaltenen 
Complexstrahlen liegen auf einem dieser Strahlen, nämÜch auf 
dem Strahle s^s, welchen die Ebene s^ von 2^ mit der entspreclien- 
den Ebene e von 2 gemein hat; wir nennen es^ die „Polgerade" 
der Ebene Sj. Von einer Hanptebene jedoch ist jeder Punkt der 
Pol eines in ihr liegenden Complexstrahles. Die Pole aller durch 
einen Punkt A gehenden Complexstrahlen liegen auf einer cubi- 
schen Ordnnngscurve a' des Complexes F, welche die „Polcurve 
des Punktes" heissen möge; in derselben wird der Complexkegel 
des Punktes, den wir au 2^ rechnen, "von dem entsprechenden 
Kegel des Raumes 2 geschnitten. Die Polcurve a^ eines beliebigen 
Punktes A geht durch alle Hauptpunkte des Complexes und be- 
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röhrt in A den Complexstrahl, von welchem Ä der Pol ist; die 
Tolgeraden aller durch Ä gehenden Ebenen sind die Sehneu der 
Polcurve a^. Die Pole aller Complexstrahlen , welche eine Gerade (f 
schneiden, liegen mit g auf einer Fläche G^ zweiter Ordnung, der 
,, Polfläche von ^"; dieselbe hat nach dem Vorhergehenden mit 
jeder durch </ gelegten Ebene s^ einen Complexstrahl e^e gemein, 
wird durch homologe Ebenenhüschel der Bäume S und S^ erzengt 
und enthält die Poleurven aller Punkte von g sowie alle Haupt- 
punkte des Complexes T. Ist g ein Complexstrahl, so fällt seine 
Polfiäehe G^ mit dem Complexkegel seines Poles zusammen. Be- 
schreibt die Gerade g einen Strahlenbündel A oder in einer Ebene Sj 
einen Büschel A, so beschreibt ihre Polfläehe (?* einen Bündel 
resp. Büschel, welcher die cubisehe Polcurve des Punktes A resp. 
diese Curve nebst ihrer in s^ liegenden Sehne a^s zur Grnnd- 
•curve hat. 

Die coUinearen Flächen zweiter Ordnung F'^ und I<\ erzeugen 
nun die Congmenz [a] derjenigen Complexstrahlen, deren Pole 
auf F^ liegen; und da F^ mit der Polgeraden einer beliebigen 
Ebene höchstens zwei und mit der cubischen Polcurve eines Punktes 
höchstens sechs Punkte gemein hat, so ergiebt sich: 

„Die Congrueuz [«] ist von der zweiten Classe und der sechsten 
„Ordnung*). Zwei ihrer Strahlen liegen nur dann in einer 
„Ebene s^, wenn die Verbindungslinie ihrer auf F^ liegenden 
„Pole dem quadratischen Complexe T angehört (als Polgerade 
„sE^ von Sj). Die sechs durch einen beliebigen Punkt A gehen- 
,,den Strahlen der Congruenz liegen auf einem Kegel von F, 
„und ihre Pole liegen mit A und den Hauptpunkten von T 
„auf der Polcurve a^ von A, also auf einer cubischen Ord- 
„nungscurve des Complexes F." 

Eine Gerade g wird von unendlich vielen Strahlen der Con- 
gruenz [ö] geschnitten; die Pole dieser Strahlen sind die gemein- 
schaftlichen Punkte der Fläche i^^ und der quadratischen Pol- 
fläche (t^ von g, ihr Ort ist demnach eine Raumcurve vierter 
Ordnung. Da nun diese Raumcurve mit der Polfläche einer anderen 
Geraden g^ höchstens acht Punkte gemein hat, so giebt es höch- 

*) Dieselhe ist nach E u ni m e r ' a Bezeichnung von der ersten Art 
(s. Abhandlungen der Berliner Akademie 1866 S. 94—102). Die Congruenzen 
zweiter ClasBe sechster Ordnung zweiter Art werden wir im siebenzehnten 
Tottrage kennen lernen. 
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steus acht Strahlen YOn [a] , welche g und zugleich 0^ schneiden. 
Die mit einer Geraden ff ineidenten Strahlen der Congruenz [et] 
liegen demnach auf einer Fläche achter Ordnung. — Wenn die 
Gerade a zu [«] gehört und A ihr Pol ist, so fällt ihre Polfläche 
mit dem Kegel A des Complexes r zusammen, und dieser Kegel 
schneidet die Fläche F^ in den Polen aller mit a ineidenten Strahlen 
von [d]. Da aber F^ in dem beliebig auf ihr anzunehmenden 
Punkte A im Allgemeinen von zwei Strahlen dieses Kegels be- 
rührt wird, so ergiebt sich: 

„Eia beliebiger Strahl a der Congrnenz [a] wird i. A. von zwei 
„ihm unendlich nahen Strahlen der Congrnenz geschnitten." 
Die übrigen ihm unendüeh nahen Strahlen der Congruenz sind 
windschief au «; ihre Pole liegen auf F'^ in unmittelbarer Nahe 
von A., jedoch in den Richtungen der übrigen Tangenten dieses 
Punktes. Wir bezeichnen mit Kummer als „Brennpunkte" und 
,,Focalebenen" von a die beiden Schnittpunkte und Verbindungs- 
Ebeneu dieses Strahles mit jenen beiden ihm unendlich nahen 
Strahlen der Congruenz. Zu jeder Foealebene (p von a „gehört" 
der Brennpunkt, in welchem a von dem in cp liegenden Nachbar- 
strahle geschnitten wird. Ohne Weiteres ergiebt sich: 

,,Jede Foealebene der Congruenz [a] hat eine Tangente der 
„Fläche F^ zur Polgeraden und verbindet diese mit der ent- 
„sprechenden Tangente von F^. Die Polcurve jedes Brenn- 
mktes von {a\ berührt die Fläche F^ in dem Pole des zu- 
ihörigen Strahles von [a\; sie berührt in demselben Punkte 
„die Polgerade der zugehörigen Foealebene." 

Die Polgeraden aller Ebenen einer Geraden </ bilden auf der 
Polfiäche von ff i. A. eine Regelschaar, und ihre Polaren hinsicht- 
lich F'" bilden eine zu jener projeetive Regelschaar; es giebt des- 
halb unter diesen Polgeraden höchstens vier, welche ihre Polaren 
schneiden (I. Abth. Seite 133) oder, was dasselbe ist, die Fläche 
F^ berühren. Durch die beliebige Gerade ij gehen demnach höch- 
stens vier Pocalebenen von [«], oder: 

„Die Focalebenea der Congruenz {a\ umhüllen eine Fläche <£>' 
„vierter Classe, die s. g, Brennfläche von [«]." 

Die Polfläche (?^ von ^ enthält nur dann die Pole A, A^, A^ 
des Congruenzstrahles a und seiner ihn schneidenden beiden Nach- 
barstrahlen, wenn diese drei Strahlen von der Geraden g ge- 
schnitten werden. Mit anderen Worten, die Polfläche G^ von g 
berührt nur dann die Fläche .F^ im Punkte A, wenn g in einer 
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Foealebene von « liegt und zugleich durch den 7.11 der anderen 
Focalebene gehörigen Brennpunkt von a geht. 

Seien nun ©, 9' zwei nahe henachharte Foealebenen der Cou- 
gruenz [a] , g ihre Schnittlinie und resp. a, a die in ihnen liegenden 
Strahlen von [«]; dann berühren die Polgeraden dieser Ebenen, 
welche in der Polfläche G^ von 17 liegen, die Fläche F^ in den 
beiden Polen Ä und Ä' von a und a. Wenn nun 9' der Ebene cp 
unbegrenzt sich nähert, so wird AA' zu einer gemeinsamen Tan- 
gente der Flächen F^ und G^; letztere berühren sich schliesslich 
in A, während zugleich y als Schnittlinie consecutiver Berührnngs- 
ebenen von $* in eine Tangente der Fläche $' übergeht. Also 
die Polfläche G^ einer beliebigen Tangente je der Brennfläche $* 
berilhrt die Fläche F^. Durch den Berührungspunkt A geht auch 
die auf G^^ liegende Po Icurve des Punktes 3- '«; sie berührt in ihm 
die Fläche F^. Der Punkt g'a ist folglich einer der Brennpunkte 
de.s Strahles « und zwar gehört er nach einer vorhergehenden 
Bemerkung zu der von (p verschiedenen Focalebene von a. Durch 
diesen Brennpunkt gehen alle Tangenten der Brennfläche *&*, in 
denen tp von den benachbarten Focalebenen geschnitten wird. Kurz: 
,,Die Breunfläche $* der Congruenz [a] ist auch der Ort aller 
„Brennpunkte von [a]. Jede der beiden Focalebenen eines Strahles 
„von [a] berührt die Fläche in dem zu der anderen gehörigen 
„Brennpunkte. Die Congrnenz [a] besteht demnach aus Doppel- 
.,tangeuten von $*. Die Polfläche einer beliebigen Tangente 
„dieser Fläche berührt die Fläche .Fl" 

Jede Hauptebene a des quadratischen Complexes I." ist eine 
singulare Ebene der Congruenz und möge eine „Hauptebene von 
[a]" heissen; sie enthält von [a] einen Strahlenböschel vierter 
Ordnung, Denn da die Ebene a sich selbst entspricht, so hat sie 
mit den collinearen Flächen F^ und FJ zwei homologe Kegel- 
schnitte gemein, diese aber erzengen einen Strahlenbüschel vierter 
Ordnung (IT. Abth. Seite 232). Die sechs Kanten des Hauptte- 
Craeders von T sind Doppeistrahlen der Congruenz, weil sie je 
zwei paar homologe Punkte von F^ und Fl enthalten. 

Wir wollen nunmehr annehmen, die collinearen Flächen F^, 
F'f, Fl, ... , welche paarweise mit einander die Congruenz [a] er- 
zeugen , seien Regelflächen zweiter Ordnung, Dann bilden ihre 
homologen Regelscbaaren zwei andere Congruenzen [6] und [c], 
welche zu einander und zu [a] sehr innige Beziehungen haben, 
Kämlich jede der erwähnten Kegelschaaren von [6] ist die Leit- 
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schaar einer Regelscbaar von [c], indem sie mit ihr auf einer der 
collinearen Flächen liegt; andererseits bildet jede Gerade h oder *■ 
der Fläche F^ mit den ihr entsprechenden Geraden der anderen 
Flächen eine Regelschaar, deren Leitschaar der Cougi-iienz [a] an- 
gehört (Seite 46). Jede der drei Congmenzeu [a], [b\ [c] kann 
also auf zweifache Art durch eine ßegelschaar besehrieben werden, 
und zwar so, dass deren Leitechaar zugleich die eine oder die 
andere von den beiden übrigen Gongruenzen beschreibt; dabei 
geht die Regelsehaar durch jeden einfachen Strahl der Congrneuz 
einmal. 

So oft nun von der veränderlichen Eegelschaar ein Strahl 
durch einen Punkt P geht oder in eine Ebene tu fällt, ebenso oft 
geht durch P oder fällt in tc auch ein Leitstrahl derselben. Die 
Gongruenzen [6] und [c] sind deshalb ebenso wie [«] von der 
zweiten Glasse und der sechsten Ordnung; auch haben sie dieselbe 
Brennfläche 4>* wie [«], weil jede Focalebene und jeder Brenn- 
punkt von [a] mit zwei zusammenfallenden Strahlen von [«] und 
folglich aucli mit zwei zusammenfallenden von [6] resp. [c] incident 
ist. Gamit ist zugleich bewiesen, dass die Gongruenzen [b] und [c] 
ebenso wie [et] ans Doppeltangenten der Fläche 5"* bestehen. Die 
Polfläche einer Geraden von [6] oder [c] berührt in der Tbat die 
Fläche F^ doppelt, denn sie sehneidet dieselbe in der Geraden und 
in einer cubischen Rauracurve, welche diese Gerade zur Sehne hat. 

Dit zu [(] gehonge Hegelsohaar der Fläche F^ wird von 
ihren Leitstiahlen b m pioiectiven Punktreihen geschnitten, und 
letztere erzeugen mit den entsprechenden Punktreihen von F\ 
projective Regelschaaien der Congmenz \a\. Aber auch die Leit- 
achaaren dietet Kegelsehaaien sind projectiv, weil sie den Geraden 
b in den collmeäien Räumen 2^, S^, . . . entsprechen (Seite 46), 
Durch diese piojectuen Schaaren werden die sie enthaltenden 
Begelflächen collmeai auf einander bezogen (II. Abtli. Seite 30); 
und da leder Stiahl von [t,] homologe Strahlen der Schaaren 
schneidet, so veibmdet ei zugleich homologe Punkte dieser Flächen. 
Wie [«], so kann also auch die Congmenz [c] und ebenso [6] 
durch collineaie Flachen zweiter Oi-dnung erzeugt werden. 

Eine Hauptebene von fj] oder [c] möge mit ß resp. y bezeichnet 
werden; sie ist ebenso, wie jede Hauptebene a von [a], eine ge- 
meinschaftliche singulare Ebene der drei Congmenzeu [«], [6], [c], 
weil sie \on emei und folglich von jeder derselben unendlich viele 
Strahlen enthalt Tede singulare Ebene von [a] geht durch un- 
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eudlich viele Paare homologer Punkte von F" aud F^ und schneidet 
folglich diese collineareu Flächen entweder in homologen Kegel- 
schnitten oder in zwei homologen Geraden. Im ersteren Falle ist 
sie eine Hauptebene a von [a] und enthält einen Strahlenbüschel 
vierter Ordnung von [«] ; im letztei'en Falle ist sie eine der höch- 
stens acht Ebenen ß und Y, und enthält einen Büschel zweiter 
Ordnung der Congrueuz [a\. üass die beiden Regelschaareu der 
Fläche F^ höchstens je vier Strahlen enthalten, weiche die ihnen 
entsprechenden Strahlen von F| schneiden, ist bekannt (I. Abtb, 
Seite 133). — Jede der Ebenen ß schneidet die collinearen Flächen 
F^, Fl, Fl . . . in homologen Geraden c, welche mit den Ver- 
bindungslinien a ihrer homologen Punkte einem in [«] und zu- 
gleich in \_c'\ enthaltenen Büschel zweiter Ordnung angehören. 
Von den sich selbst entsprechenden Ebenen a werden diese Geraden c 
in homologen Punkten geschnitten, ebenso aber von den Ebenen y, 
weil diese die collinearen Flächen F^, Fj, -Ff, ... in homologen 
Geraden b schneiden. 

Ueberhaupt ergiebt sich für den Fall, dass die Ebenen a, ß, y 
je ein reelles Tetraeder bilden, Folgendes. Die vier Ebenen eines 
beliebigen dieser drei Tetraeder schneiden die acht Ebenen der 
beiden übrigen in je acht Strahlen von vier Büscheln zweiter 
Ordnung; diese Büschel sind in zwei der Congruenzeu [a], [S], [e] 
enthalten, ihre vier Ebenen aber bilden das Haupttetraeder der 
dritten Congruenz und enthalten von letzterer je einen Büschel 
vierter Ordnung mit drei Doppelstrahlen. Die acht Flächen von 
je zwei dieser Tetraeder bilden eine Gmppe associirter Ebenen, 
und jede von ihnen ist durch die sieben übrigen bestimmt; denn sie 
berühren die collinearen Flächen zweiter Ordnung, welche paarweise 
die zu dem dritten Tetraeder gehörige Congrueuz erzeugen. 

Ein Fitrahl der Congruenz [a] beschreibt eine Fläche F* vier- 
ter Ordnung, wenn sein Pol auf der Fläche F^ einen Kegelschnitt x 
beschreibt; denn die Polfläche G' einer beliebigen Geraden hat 
mit K höchstens vier Punkte gemein. Wenn nun a die Pole von 
drei durch einen Punkt P gehenden Congruenzstrahlen verbindet, 
so kann durch P eine Gerade r? gelegt werden, welche noch zwei 
andere Strahlen jener Fläche F^ schneidet; dann aber enthält die 
Polfläche Z>- von d fünf und folglich (als Flache zweiter Ordnung) 
alle Punkte des Kegelschnitts x, die Gerade d schneidet alle 
Strahlen der Fläche F^ und enthält unendlich viele dreifache 
Punkte derselben. Die Polfläche D^ von d aber hat mit der Fläche 
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-^'^ zweiter Ordnung ausser k noch einen Kegelschnitt x^ gemein 
und berührt F'' doppelt, nämlich in den beiden gemeinschaftlichen 
Punkten von x und itj. Folglich ist die Gerade ä eine Doppel- 
tangente der Brennfläche $* (Seite 48, 49). 

Weil nun durch einen Punkt P höchstens sechs Strahlen der 
Cougruenz [o] gehen uud weil die Pole dieser Strahlen zu dreien 
durch höchstens 20 Ebenen oder 10 paar Kegelschnitte x, x^ der 
Fläche F^ verbunden werden können, so ergiebt sich: 

„Die Fläche $* hat ausser den Strahlen der drei Congruenzen 
,,[o], [ö], [c] noch unendlich viele Doppeltangenten d, und zwar 
„bilden diese eine Congruenz zehnter Ordnung. Durch einen 
„beliebigen Punkt gehen höchstens 3 . 6 -|- lO ^ 28 Doppel- 
„tangenten an die Brennfläche vierter Classe fl**." — 

Die Normalen einer Flache F^ zweiter Ordnung und Ciasse 
bildeti, wie schon gesagt, einen Specialfall der Cougruenz [o]. 
Ist nämlich $^ eine zu F^ confocale Fläche zweiter Ciasse, so 
liegen die Pole einer beliebigen Ebene a in Bezug auf F^ und $^ 
in einer zu a. normalen Geraden a, einer gemeinschaftlichen Äse 
von F^ und S"^; und wenn a die Fläche F^ in A berührt, so ist a 
die Normale von F^ im Funkte A uud geht zugleich durch den 
Pol A, von ty. hinsichtlich $^. Die Pole aller Berührungseheuen 
von F^ in Bezug auf $^ liegen aber auf einer zu F^ collinearen 
Fläche -Ff, und diese erzeugt mit F^ die Cougruenz der Normalen 
von F^. Also: 

,,Die Normalen einer beliebigen Fläche F^ zweiter Ordnung und 
„Classe bilden eine Cougruenz [«] zweiter Classe sechster Ord- 
„nnng. Dieselbe ist in dem tetraedraleu Axeneomplexe der Fläche 
„enthalten, ihre Breunfläche vierter Classe $* ist der Ort der 
„Krümmungsmittelpunkte von F^ (vgL IL Äbth. Seite 157 und 
„288) sowie der Ebenen, welche die zu F^ confoealen Flächen $^ 
,,in ihren Schnittpunkten mit F'' berühren. Die Polaren der beiden 
„Regeischaaren von F^ bezüglich der confoealen Flächen ^^ 
„bilden die beiden zugehörigen Congrueuzen [fe] uud [c]; letztere 
„bestehen wie [a] aus Doppeltangenten von $* und haben diese 
„Fläche vierter Classe zur Brennfläche." 

„Die Symmetrie-Ebenen vou F^ und die unendlich ferne Ebene 
„sind die Hauptebenen a der Normalen - Cougruenz [«]. Jede 
,,von ihnen enthält einen Strahlenbüschel vierter Ordnung von 
„l'ffl] und einen gemeinschaftlichen Büschel zweiter Ordnung von 
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,,[i] luid [c]. Die Hauptebeueii g uad 7 der letzteren Congriieu- 
„zeii sind imaginär." 

„Die FusspKukte oder Pole aller eine Gerade y schneidenden 
„Normalen der Fläche F'^ Hegen auf einer biquadratischen Raum- 
„carve. Dieselbe hat einen Doppelpunkt, wenn^ die Erümniungs- 
„ mittelpuuktsfläche $^ berührt, zerfallt iu eine Gerade und eine 
,,cubische Raumeurve, wenn g einer der Congruenzen [ö] und [c] 
„gehört, lind besteht aus zwei Kegelschnitten, wenn g zu einer 
,, gewissen Congruenz zehnter Ordnung gehört, die auch lauter 
,,Doppe]tangenteii von $* enthält." 

Wenn zwei coUiueare Flächen zweiter Ordnung wPunkte ent- 
sprechend gemein haben, so zerfällt die von ihnen erzeugte Con- 
gruenz in die ?j Strahlenbündel, deren Centra diese n Punkte sind, 
und eine Congruenz zweiter Claaae (6 — «)ter Ordnung. Denn jeder 
Strahl eines soleheu Hauptpuuktes enthält zwei zusammenfallende 
homologe Punkte der beiden Flächen. Nun wird aber die Nor- 
malen congruenz eines Paraboloides, wie aus dem Obigen sich er- 
gieht, erzeugt durch collineare Paraboloide, welche den unendlich 
fernen Punkt ihrer Hauptaxe entsprechend gemein haben. Zu 
dieser Congruenz gehören deshalb alle Durchmesser des Parabo- 
loides; und in der That können die Durehmesser als Normalen der 
Fläche in dem unendlich fernen Punkte der Hauptaxe aufgefasst 
werden. Die übrigen, eigentlichen Normalen des Paraboloides bil- 
den eine Congruenz zweiter Classe fünfter Ordnung, 



Siebenter Vortrag. 

Flächen dritter Ordnung, ihre Abbildung auf einer 
Ebene und die zugehörigen Bündelnetze. 



Sind im Räume drei collineare Bündel S, S,, S^ gegeben, 
die weder perspectiv noch concentriseh noch in einer Bündelreihe 
liegen, so schneiden sieh deren homologe Ebenen in je einem 
Punkte und nur ausnahmsweise in einer Geraden. Die Schnitt- 
punkte homologer Ebenen der Bündel erfüllen eine Fläche F^, 
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mit deren Untei-sucliung wir in diesem Vortrage uns bescliäf- 
tigen wollen. 

Zunäcbst bestimmen wir die Ordnung der Flache F^, d. h. 
die Anzahl der Punkte, welche F'^ mit einer Geraden g gemein 
hat. Wenn iu einem Punkte P von (/ zwei homologe Strahlen 
der Bündel S und S^ sich schneiden, so liegt F auf der Fläche 
f ; denn den Ehenenbüseheln SP und S-^P entspricht im Bündel 
Sg ein dritter Büsche!, von welchem eine Ebene durch den Punkt 
P geht, so das» P als Schnittpunkt von drei homologen Ebenen 
der Bündel S, .S^, S^ sich darstellt. Wir schliessen daraus: 

„Die Fläche F" geht durch die drei eubischen Eaumcnrven, 
„deren Sehnen von je zwei der collinearen Strahlenbündel S, 
„Si, Sg erzeugt werden." 

Sehneiden sich in g zwei homologe Ebenen der Bündel S und 
S^, so hat die Gerade g mit einer der drei Raumcurven zwei Punkte 
gemein und wird von der entsprechenden Ebene des Bündels S^ 
in noch einem Punkte der Fläche F" geschnitten. Tritt der ge- 
nannte Fall nicht ein, so projiciren wir g aus dem Paukte S durch 
einen Strahl eubüschel und suchen zu diesem in dem Bündel S^ 
den entsprechenden Strahlenbüsehel. Der letztere ist projectiv zu 
g und erzeugt mit g im Allgemeinen einen Ebenenbüschel zweiter 
Ordnung, dessen Ebenen von den entsprechenden des Bündels S 
iu je einem Punkte von g geschnitten werden. Dem Ebeneubüschel 
zweiter Ordnung entspricht aber in S^ ein gleichfalls zu g pro- 
jectiver Ebenenbüschel zweiter Ordnung, und von diesem gehen 
höchstens drei Ebenen durch die ihnen entsprechenden Punkte von 
g und mindestens eine reelle Ebene (1. Abth. Seite 130), falls nicht 
jeder Punkt von g auf der ihm entsprechenden Ebene von Sg liegt. 
In jedem solchen Punkte von g schneiden sich drei homologe Ebenen 
der Bündel S, Sj, S^, der Punkt liegt demnach auf der Fläche F^. 
Statt der Ebenenbüschel zweiter Ordnung erhalten wir drei zu ;/ 
projective Ebeneubüschel erster Ordnung, wenn in einem Punkte 
P von g zwei homologe Strahlen der Bündel S und iS'j sich schnei- 
den. Zwei von diesen Ebenenbüscheln liegen perspectiv zu der 
Punktreihe g, und der dritte, zum Bündel S^ gehörige liegt ent- 
weder ebenfalls perspectiv zu g, oder es gehen höchstens zwei Ebenen 
des Büschels durch die ihnen entsprechenden Punkte von g, so dass 
in diesem Falle die Gerade g höchstens zwei von P verschiedene 
Punkte mit der Fläche J!^^ gemein hat. Aus dem Allen folgt: 

„Die Fläche F" hat mit jeder Geraden g, die nicht ganz auf 
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„ilii- liegt, mindestens einen reellen Punkt und höchstens drei 

„Pnnkte gemein. Drei collineare, nicht concentrische Bündel 

„S, Sj, Sg erzeugen also eine Fläche F^ dritter Ordnung (eine 

„cubische Fläche), in deren Punkten je drei homologe Ebenen 

,,der Bündel sich sehneiden" (Grasamann). 

Eine Abweichung von diesem Satze tritt ein, wenn die collinearen 

Bündel eine und dieselbe Strahiencongruenz erster Ordnung mit 

einander erzeugen, und somit in einer Bündelreihe liegen. Dieser 

Fall wurde schon fräher (II. Abth., 20. Vortrag) erledigt und soll 

von jetzt au ausgeschlossen bleiben. 

Wir können eine cubische Fläche durch Bewegung eines 
Punktes beschreiben auf Grund des Satzes: 

„Wenn die vier Ebenen eines veränderlichen Tetraeders um 
„vier gegebene Punkte sich drehen und drei Eckpunkte des 
„Tetraeders auf den Kanten eines gegebenen Dreikants sich be- 
„ wegen, so beschreibt der vierte Eckpunkt eine Fläche dritter 
„Ordnmg." 
Denn die vier Ebenen beschreiben um die vier Punkte vier col- 
lineare Bündel, von denen drei zum vierten perspective Lage haben 
und die Fläche erzeugen. Letztere geht übrigens durch die Kan- 
ten des Dreikants und ist deshalb eine specielle cubische Fläche. 
Zu vielen wichtigen Eigenschaften der cubischeu Fläche F^ ge- 
langen wir am einfachsten, indem wir die Fläche in folgender Art auf 
ein ebenes Feld r, projeetiv beziehen oder auf der Ebene f\ abbilden. 
Wir beziehen r, reciprok auf die drei collinearen Bündel S, S^, 
S^; dann entsprechen jedem Punkte von tj drei homologe Ebenen 
der Bündel nnd zugleich deren in F" liegender Schnittpunkt. Um- 
gekehrt kann zu jedem Pnnkte P von F^ der entsprechende Punkt 
von ■(] gefunden werden mittelst der drei homologen Ebenen der 
Bündel, welche in P sich schneiden. Jeder geraden Punkti'eihe 
von V] entaprechen in S, Sj, S^ drei projective Ebenenbuschel und iu 
F^ eine cubische Eaumcurve l^, welche von den Ebeoenbüscheln 
erzeugt wird (II. Abth. Seite 197). Mit einem Worte: 

„Die cubische Fläche F^ ist auf das ebene Feld t] in der 
„Weise bezogen, dass jedem Punkte von F^ ein Punkt von vj 
,, entspricht, und jeder cubischeu Eaumcurve von F^, welche 
„durch drei homologe Ebenenbüschel von S, iSj, S^ erzeugt 
„wird, eine zu ihr projective gerade Punktreihe von ij. Den 
,,so erzeugten eubisehen Raumcurven P von F^ entsprechen alle 
„Geraden von ■*].'■ 



y Google 



56 Siebenter Tortrag. 

Wir wolleE die cubischeu Eaumcurveii von F^, welche so den 
Geradec von t; eutsprechen, unter dem Naaieu „erstes Curven- 
netz der Fläche dritter Ordnung" znsammenfasaeu. Wir 
werdeil auf der Fläche noch ein zweites Netz von cutisoheu Ranm- 
curveii kennen lernen, deren Erzeuguugsart eine ganz andere ist. 
Für dieses erste CurvenuetK gelten die Satze; 

„Zwei Raumcurven des ersten Netzes haben allemal einen 

„Punkt mit einander gemein"; 
denn die entsprechenden Geraden von v) schneiden sicli. 

,,Zwei beliebige Punkte der cubischen Fläche F^ können durch 

„eine einzige Raumcurve dieses Netzes mit einander verbundeii 

„werden"; 
denn durch die entsprechenden beiden Punkte von t, kann eine 
Gerade gelegt werden. 

Den Geraden eines Punktes von v] eutsprechen auf F^ die Ciir- 
ven des ersten Netzes, welche durch den entsprechenden Punkt 
gehen; dieselben bilden einen „Curvenbüschel". Durch einen 
-Stralilenbäsciiel von tj werden alle nicht durch seinen Mittelpunkt 
gehenden Geraden des Feldes perspectiv auf einander bezogen; 
und da jede der Geraden zu der ihr entsprechenden cubischen Raum- 
curve projeetiv ist, so folgt: 

„Durch einen Curvenbiisehel des ersten Netzes von F^ wer- 

„den alle übrigen Raumcnrven dieses Netzes projeetiv auf ein- 

„ander bezogen." 

Vier Curveu des Büschels sollen ,,vier harmonische Raum- 
curven" des ersten Netzes genannt werden, wenn sie von einer 
und folglich von jeder Curve l^ des Netzes, die nicht dem Curven- 
büschel augehört, in vier harmonischen Punkten geschnitten werden. 
Jede dieser Curven P erscheint als Schnitt des Curvenbüscbels 
und ist projeetiv auf den Büschel bezogen. Ebenso ist der Curven- 
büschel projeetiv zu dem ihm entsprechenden Strahlen büschel der 
Ebene v], weil je vier harmonischen Curven des ersteren vier har- 
nionische Gerade des letzteren entsprechen. Ueberhaupt können 
wir gemäss der allgemeinen Definition der projectiven Verwandt- 
schaft diese Curvenbüschel auf einander und auf beliebige Ele- 
mentargebilde projeetiv beziehen. 

Die Fläche dritter Ordnung wird von einer beliebigen Ebene 
in einer Curve dritter Ordnung geschnitten; und jede Raumcurve 
des ersten Netzes hat mit der Ebene und folglich mit der Schnitt- 
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ciirve mindestens eineu reellen Punkt und höchsiens drei Punkte 
geraeiu; also: 

„Kiner ebenen Curve dritter OrduuDg der Bräche F^ ent- 

„aprieht in v| eine Curve dritter Ordnung, welcke mit jeder 

„Geraden von t] mindestens einen reellen Punkt und höclisteos 

„drei Punkte gemein hat." 

Wir können die Fläche F^ in der hier angegebenen Weise 
projectiv auf i] beziehen, indem wir in F^ irgend vier Punkte an- 
nehmen, von denen keine drei auf einer ßaumeurve des ersten 
Netzes enthalten sind, und ihnen die Eckpunkte irgend eines in 
■yj gelegenen Vierecks willkürlich zuweisen. Hierdurch ist uäm-^ 
lieh v] auf die collinearen Bündel S, S, , iSg reeiprok bezogen, also 
auch projectiv auf F^. 

Die collinearen Bündel S, S^ erzeugen die Sehueneongruenz 
einer anf F'^ liegenden cubischen Raumcurve kf, und bestimmen 
eine Beihe jSij von oc^ collinearen Bündeln, durch welche diese 
Cougruenz aus den Punkten von hj projicirt wird (II. Abth. 8. 205). 
Die Reihe \S^\ enthält die Bündel S, S^, und ist durch ihre Ord- 
nungscurve ÄJ völlig bestimmt; die Mittelpunkte ihrer ex;' col- 
linearen Bündel liegen auf fef, und die homologen Ebenen der- 
selben schneiden sich in je einer Sehne von kf. Der Bündel Sg 
erzeugt deshalb mit je zwei Bundein dieser Reihe 'S^j dieselbe 
cubische Flache i^', wie mit S und S^; der Bündel S kann also 
mit einem beliebigen Bündel von j Äj | und sein Mittelpunkt kann 
mit einem beliebigen Punkte der Raumcurve AJ vertauscht wer- 
den, ohne dass die von S, S^ und S2 erzeugte cubische Fläclie 
sich ändert. 

Die collinearen Bündel ö' und S^ erzeugen die Sehnen einer 
cubischen Raumcurve Ä| von F^ und bestimmen eine Bündelreihe 
{SS^), von welcher k^ die Ordnungscurve ist. Der Bündel S aber 
kann auch durch einen beliebigen Bündel S' dieser Reihe ersetzt 
werden; und zwar ist S' zu Sj und Sg collinear und erzeugt mit 
diesen beiden Bündeln dieselbe Fläche F^ wie der Bündel S. Wenn 
nun S die Bündelreihe ^Sj\ durchläuft, so beschreibt die Reihe 
(SSg) ein „Netz" ' S^\ von oc^ collinearen Bündeln S", welche 
alle mit S^ und S^ und zu dreien mit einander dieselbe cubische 
Fläche F^ erzeugen, wie die zuerst angenommenen Bündel S, S^, 
Äg! zugleich beschreibt fc| diese Fläche F^, welche die „Ordnnngs- 
fläche" des Bündelnetzea |Sg| heissen möge. 

„Das Bündelnetz jS^l ist hiernach durch die drei collineai-en 
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„Bündel 6', ib'i, S^ auf folgende Art bestiiumt. Es eiitlialt die 
„durch S uud S^ bestimmte Bündelreihe |SJ und besteht aus 
„den oo^ collinearen Bündeln der ao' Reihen, welche ibj mit 
„den Bündek von [S^^l bestimmt. Die eu bische Ordnung »flache 
„ F^ des Bündelnetaes ; S^ \ enthält die Mittelpunkte semei -k. ^ 
„coUmeaieu Bündel, und m jedem ibiei Punkte sehneiden sioli 
„(V ' homologe Ebenen dei Bündel, "le wnd dmch diei beliebige 
,Biiudel def Netzes ebenso, wie duich '>, ö^ und ö^ ei zeugt " 
Die homologen Ebenenbuschel dei ^^^ Bündel von Ife | ei- 
zeugen je eine cnhisehe Eaumcur\e l^, welche die Äxen dei Bü- 
schel zu Sehnen hat und m dem eisten Cui^enuetze \on i" ent- 
halten ibt, zugleich eizeugen sie je eine Reihe |P,| coUineaier 
Bundel, deien Mittelpunkte auf P liegen und deien homologe 
Ehenen m je emei Seime von l^ sich schneiden, indem sie jene 
Ebenenbuschel bilden Die homologen Ebenen dei "v" Bundel 
von I '^g bilden Xj^ Bundel P, von denen je zwei duich eine solche 
Heihe l^il veibuuden weiden können, und welche folglich alle 
collinear sind Kniz 

,,Die "v^ colhneaien Bundel de« Netzes |\| eizeugen durch 
,,ihie homologen Ebenen die -v- coUnieaieu Bundel eine« z«ei- 
,,ten Bundelnetzea jPg Dasselbe enthalt jedp durch zwei seinei 
„Biindel bestimmte Reihe jP^ und ist folglich duich beliebige 
„drei seiner collinearen Bändel ebenso bestimmt, wie 'S^ durch 
,,die drei Bündel S, S^, Sg. In den Bündeln von P^' ent- 
,, sprechen sich die Ebenen, welche in je einem Bündel von |Sg| 
„liegen; das Bündelnetz .S^i vfird demnach ebenso durch \P^] 
,, erzeugt, wie |Pgj durch IÄjI- Die cubische Fläche F^ ist die 
„Ordnungsfläche beider Bündelnetze; die Mittelpunkte der Bün- 
,,del von [Pg| wie von [Äj! "^^d die Schnittpunkte homologer 
„Ebenen dieser Bündel haben P* zum geometrischen Ort, und 
„beliebige drei Bündel sowohl von [P^l wie von IS^] erzeugen 
„die Fläche P^" 
Wir wollen von diesen beiden Bündelnetzen iS^I und \P^\ sagen, 
sie ,, tragen" oder „stützen einander", oder jedes von ihnen ,,ruhe" 
auf dem anderen. 

Durch die homologen Ebenen seiner tx;^ Bündel ist jedes der 
beiden Bündelnetze \S^\ und IP^j auf jeden Bündel des anderen 
Netzes eindeutig oder, wie wir sagen dürfen, projectiv bezogen. 
Jeder Ebene eines Bündels P von iPgi entspricht ein sie enthal- 
tender Bündel von \S^\, und jedem Ebenenbuschel von Pentspricht 
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eine Büudelreihe von iSgj. Das Biiudelnetz jS^j enthält demnach 
ebenso wie ,Pg! jede durch zwei seiner Bündel bestimoite Eeihe 
iS,|, und ist folglich durch je drei seiner Bündel, die nicht in 
einer Bündelreihe liegen, ebenso w'ie durch S, S^ nnd S^ bestimmt. 
Es ergiebt sich: 

,,Die Bündelnetze \Sg\ und |Paj enthalten je oo* Bündelreihen 
i,|Sj resp. |Pi|. Die cubischen Ordnungscorven P der Beihen 
,,'Pi, bilden das erste Curvennetz der Fläche F'", die Ordnunga- 
,,curven k^ der Reihen 'S^j aber bilden auf dieser cubischen 
„Ordnungsfläche ein zweites Cnrvennetz. Zwei beliebige Pnnkte 
„der Fläche F^ können durch je eine Raumcurve beider Netze 
„verbunden wei-den." 

Wie die Bündelnetze |Sg| und IP^j, so können auch die bei- 
den Cnrvennetze ihre ßoUen vertauschen, nnd alle bisher bewie- 
senen Eigenschaften dea einen Netzes gelten deshalb auch für das 
andere. Mit Hülfe der Bändel von IP^r können wir die cubische 
Fläche aiich so auf einer Ebene abbilden, dasa jeder Curve des 
zweiten Ourvennetzes eine Gerade entspricht und jedem Curven- 
büsche! desselben ein zu ihm projectiver Strahlenbüschel. Aus 
dieser Abbildung folgt, dass zwei Cnrven auch dieses Netzes alle- 
mal einen Punkt gemein haben, und daas durch einen Curven- 
büsche! dea Netzes alle übrigen Raumcnrven desselben projectiv 
auf einander bezogen werden (vgl. Seite 56), 

„Jede Raumcnrve Ji^ des zweiten Netzea kann mit jeder 
„Raumcurve l^ des ersten durch eine geradlinige Fläche zwei- 
,,ter Ordnung verbunden werden, welche von k^ und l^ je eine 
„ Sehuenschaar enthalt." 
Nämlich die Curve h^ wird durch zwei Bündel S, S, des Netzes 
Säj erzeugt, nnd l^ durch homologe Ebenenbüschel ff, g^, g^, . . . 
der Bünde! S, 8^,8^, ■ ■ . von IiSbJ; die beiden Ebenenbüachel g, g^ 
aber erzeugen jene geradlinige Fläche zweiter Ordnung, welche /* 
mit k* verbindet, und ihre Axen sind Sehnen von l^. Eine zweite 
Erzeugnngsart dieser Fläche erhält man durch Vertauschung von 
\S^\ und k^ mit \P^\ und l^. — Nach einem früheren Satze 
(II. Äbth. S. 199) haben k^ und P im Allgemeinen fünf Punkte 
gemein, von denen mindestens einer reell ist. In der Bildebene 
■f\ werden deshalb die Raumcurven h^ durch Curven fünfter Ord- 
nung dargestellt, weil ja den Curven l^ gerade Linien in i^ ent- 
sprechen. 

Durch jeden Punkt S der cubiachen Fläche geht ein Büschel 
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von Raumcurveu des zweiten Netzes, die Curveu l'l und kl aber, 
durch welche die CoUiueation der Bündel S, S, und S^ gegeben ist, 
können als zwei ganz beliebige Curven dieses Büschels betrachtet 
werden. Jede Kbene von Sprojicirt zwei ihr entsprechende Sehnen 
von Jif und Ä|; sie hat diese beiden Sehnen, welche in einem 
Punkte der Fläche F" sich schneiden, mit den beiden ihr ent- 
sprechenden Ebenen von Sj und S^ gemein. Daraus ergiebt sich 
folgende einfache Coustructiou der cnbischen Flache mit- 
telst der Eanmcurven kf und &| des zweiten Curvennetzes : 

„Durch den gemeinschaftlichen Punkt S der Curven kf und 

,,/Cg legen wir Ebenen und bestimmen in jeder dieser Ebenen 

„die beiden durch sie projicirten Sehnen von Jif und /c|; dann 

„schneiden sich die beiden Sehnen in einem Punkte der cubi- 

„schen Fläche." 

Geben wir z. B. der durch S gehenden Ebene eine solche Lage, 

dass sie kf und k^ in je zwei von S vei'schiedenen Punkten schneidet, 

ao fallen die beiden Sehnen zusammen mit den Verbindungslinien 

dieser Punktepaare, sind also äusserst leicht zu conatmiren. 

Wir können mittelst dieser Construetion zu jedem beliebigen 
Punkte P der cnbischen Fläche gelangen. Da nun kl und k^ 
zwei ganz beliebige durch S gehende Raumcurven des zweiten 
Netzes sind, so folgt: 

,, Werden au die cnbischen Raumcurven fc" des zweiten Curveu- 
,,netzes, welche durch einen beliebigen Punkt S gehen, aus 
„irgend einem anderen Punkte P der Fläche dritter Ordnung 
„Sehnen gezogen, ao liegen alle diese Sehnen in einer durch SP 
„gehenden Ebene a." 

Diese Ebene a. wird von den ihr entsprechenden Elienen a^ 
und «a der Bündel S, und S3 im Punkte P geschnitten; und jede 
durch P gehende Baumcurve des ersten Netzes wird erzeugt 
durch drei Ebenenbüschel von S, S^ und Sji deren Äsen in resp. 
a, a, und a^ liegen. Diese Axen sind aber zugleich Sehnen jener 
durch P gehenden Kaumcurve, ao dass der Satz gilt; 

,, Werden an die cubischen Raumcurven l^ des ersten Curven- 
„netzea, welche durch den beliebigen Punkt P gehen, aus dem 
„Punkte S der Fläche dritter Ordnung Sehnen gezogen, so 
„liegen alle diese Sehnen in deraelben durch SP gehenden 
„Ebene a, welche im vorigen Satze genannt wurde." 

,,Der Büschel dieser Sehnen ist übrigens zu dem Büaehel P 
„der Raumcurven l^ projectiv." 
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Ist nämlich in der Ebene i], auf welcher wir die Fläclie F^ ab- 
gebildet haben , P' der BiWpunkt des Punktes P und t eine dnrch 
P' gehende Gerade, so entspricht V einer jener Ranmenrven i*, 
zugleich aber, weil doch i] zn den Bündeln S, 6\, Sg reciprok 
ist, den Axen ?, l^, l^ von drei die Raumeurve l^ erzeugenden 
Ebenenbüscheln von S, S^, S^. Diese drei Axen sind Sehnen von l^. 
Wenn nun l' in v| den Strahl enbüaehel P' beschreibt, so beschreibt l^ 
auf F^ den zu P' projectiven Curvenbüsehel P, und l einen zu P" 
projectiven Strahlenbüschel im Bunde! S. Der Satz ist damit 



Er gilt auch, wenn der Mittelpaukt P des Curvenbüsehels mit 
dem Punkte S zusammenfällt. Der Sehnenbüsehel liegt alsdann 
mit den beiden Tangenten der dnrch S gehenden Ranmcniven Til 
und ft^ des zweiten Netzes in einer Ebene s. Denn diese Ebene s 
wird von den entsprechenden Ebenen ö, und ög der Bündel Sj 
und iS'g im Punkte S geschnitten, weil z. B. der Tangente von k\ 
am Punkte S der Strahl S^S des Büschels S^ entspricht und 
weil durch SyS die Ebene G^ gehen muss. Sei nun l^ eine Curve 
des zum ersten Netze gehörigen Curvenbüschels S, und l die ihr 
entsprechende in s liegende Sehne; dann hat eine beliebig durch l 
gelegte Ebene noch einen ausserhalb l liegenden Punkt mit der 
Raumeurve P gemein, welcher sich aber dem Punkte S unbegrenzt 
nähert, wenn jene Ebene der Ebene c näher und immer näher 
kommt. Polglich enthält n auch die Tangente von l^ im Punkte 
S; oder; 

„Werden in einem Punkte S der cubischen Fläche an alle 
„durch S gehenden Raumeurven des ersten und des zweiten 
,, Netzes Tangenten gezogen, so liegen diese iu einer Ebene a, 
„der sogenannten Berührungs-Ebene des Punktes Ä," 
Zu beachten ist noch, dass die Raumeurve l^ im Allgemeinen von c 
im Punkte S berührt und ausserdem in einem von S verschiedenen 
Punkte i geschnitten wird, und dass ihre Sehne l die Pnnkte S und 
L verbindet, also eine eigentliche Sehne von l^ ist. Nur dann" fallt 
l mit der Tangente von l^ zusammen nnd wird zu einer Haupt- 
tangente der cubischen Fläche, wenn c sich der Ourve l^ im 
Punkte S anschmiegt. Jede Gerade namlich, welche drei conse- 
cutive Punkte mit einer Fläche gemein hat, dieselbe also nicht 
blos tangirt sondern ,,osculirt", heisst eine Hatipttangente der 
Fläche. Weil nun, wie wir hernach (freite 66} zeigen werden, 
die Tangenten der Raumcurven l" im Punkte S einen Strahlen- 
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büechel bilden, welcher zu dem Curvenbüschel und folglieb zu dem 
Büschel S ihrer in a liegencSeii Sehnen l projectiv iat, so ergiebt sich: 
„In einem beliebigen Punkte Ä wird die cubische Fläche von 
„zwei reellen oder coujugirt imaginären Haupttangeuten oseulirt" ; 
nämlich von den entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen dieser 
beiden projectiven Büschel, Der Punkt S heisst ein hyperboliscber 
oder elliptischer oder parabolischer Punkt der Pläclie, jenachdem 
seine beiden Haupttangenten reell oder imaginär sind oder zu- 
&ammenfallen 

M-ir wollen bei diesüi Gelegeubeit gewi-i-ier ausge/eiehuetei 
Punkte Eiwahnimg thun die in be=iondeien Fallen Mch aut dei 
cubischen Flache hnden ktnuen und fui welche die bishengen 
Satze nicht gtlten E kann namlieh dei Fall eintreten da&s die 
cubi&chen Eaumcmven kf und L^ welche dei Stiahlenbundel S 
mit den za ihm collmaren Bundein S^ und '^^ erzeugt aussei 
dem Punkte S einzelne Punkte namhch höchsten? viei mit em- 
audei gemein halen oder luch dase sie "ich m S beiuhieii In 
jedem diesei von S ^eischiedenen gememschafthchpn Punkte und 
eventiel! auch m 5 schneiden sich alsdann diei homologe btiahlen 
der Bündel und daraus folgt da'^s der Punkt auf ledei cubisehen 
Raumcur\e sowohl des eisten als auch des zweiten Curvennetzeh 
hegt Nach einem s:>]chen Doppel odei Knotenpunkte dei Rache 
können die Mittelpunkte von zwei der collinearen Bündel S, S^, S^ 
verlegt werden; so dasa die Fläche erzeugt werden kann durch drei 
collineare Bündel, von denen zwei concentrisch sind. Wir werden 
auf diesen besonderen Fall im Anhange näher eingehen. Für jetzt 
aber nehmen wir au, dasa die Räume urven Äf und 7c^, die wir als 
zwei beliebige Curven des zweiten Netzes ansehen dürfen, nur 
einen einzigen Punkt S mit einander gemein haben und sich in 
ihm achneiden. Auch die Raumcurven des ersten Netzes haben 
alsdann nur je einen Puntt mit einander gemein und schneiden 
sich in ihm. 

Wird jede Raumcurve P des ersten Curvennetzes mit einer 
beliebig gegebenen Curve k^ des zweiten Netzes durch eiue Fläche 
zweiter Ordnung verbunden, so erhalten wir einen f ^-Bündel, d. h, 
einen Bündel von Flächen zweiter Ordnung, die sich allein 
k^ schneiden. Jeder Curve des ersten Netzes entspricht eine durch 
sie gehende Fläche des Bündels; jedem Curvenbüschel P aber ent- 
spricht ein ii^-Büschel, dessen sämmtliche Flächen die Raumcurve 
fc' und eine durch den Punkt P gehende Sehne von k^ mit ein- 



y Google 



Cubische Kaumoni'ven auf der Fläche dritter Ordnimg. 63 

ander gemein habeii. ■ — Sei der Mittelpunkt des Strahlenbündels S 
ausserhalb der Raumcurve k^ gelegen. Jedem Strahle l von S ent- 
spricht dann eine bestimmte Cuvve P des ersten Netzes, welche 
der Ebenenbilsehel l mit den homologen Ebeuenbüscheln der 
Bündel i'i und •% erzengt, und zwar ist l eine Sehne dieser 
Raumcurve l^. Dem Strahle l ist sonach auch eine Fläche Ja^P 
des Fläch enbünd eis k^ zugewiesen, und zugleich eine bestimmte 
Ebene Ä, welche vom Punkte S die Polare ist hinsichtlich dieser 
Fläche. Die El)ene >, geht durch den Punkt S\ welcher dem 
Punkte S conjugirt ist hinsichtlich der Raumcurve k^; sie wird 
vom Strahle l in einem Punkte geschnitten, welcher zu S con- 
jugirt ist hinsichtlich der Raumcurve l^ (II, Abth. Seite 218). 

Dreht sich der Strahl l um den Punkt S, so ändert die Curve 
P ihre Lage auf der cubischen Fläche, und die Fläche k^ l^ aweiter 
Ordnung ihre Lage im Bündel ft^; zugleich dreht sich die Polar- 
ebene X von S um den Punkt S'. Beschreibt nun l einen Strahieu- 
büschel, so beschreibt l" einen zu ihm projectiven Curvenbüschel; 
demnach rauss die Fläche k^P einen f^-Büschel beschreibeu, und 
die Ebene >> einen zu diesem Flächenbüschel projectiven Ebenen- 
büschel erster Ordnung. Also jedem Strahle von S entspricht eine 
Ebene des Strahlenbündels ä" und jedem Strahlenbüschel von S 
und dessen Ebene entspricht in S' ein Ebeuenbüschel und dessen 
Axe. Daraus folgt, dasa die Bündel S und S' reciprok auf ein- 
ander bezogen sind und eine Fläche zweiter Ordnung erzeugen; oder: 
„Wird aus einem beliebigen Punkte S der cubischen Fläche 
„an jede Raumcurve !^ des ersten Netzes eine Sehne l gezogen 
,,und auf l der Punkt bestimmt, welcher zu S conjugirt ist 
„hinsichtlich der Curve P, so ist der Ort dieses Punktes eine 
„durch S gehende Fläche zweiter Ordnung, Dieselbe enthält 
„auch alle Punkte S', welche zu S conjugirt sind hinsichtlich 
„der Raumcurveu k^ des zweiten Netzes." 
Wenn irgend ein Strahl des Bündels S die cubische Fläche 
in zwei von S verschiedeneu Punkten Ä, Ä^ schneidet, also von 
der durch Ä und A^ gehenden Curve des ersten Netzes eine Sehne 
ist, so ist der zu S conjugirte Punkt dieser Sehne durch A und 
A^ harmonisch getrennt von S. Drehen wir den Strahl SAA^ 
so, dass die Punkte A und A^ einander unbegrenzt sich nähern 
und SAA-i in eine Tangente der cubischen Fläche übergeht, so 
mnss mit dem Berührungspunkte auch der au S conjugirte Punkt 
sich vereinigen, eben weil er von S harmonisch getrennt ist durch 
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j4 und ,4j. Ebenso ergiebt sich, dass der zu iS' coiijngirte Punkt 
mit S sioh vereinigt, wenn einer der Punkte A und A, mit S zu- 
sammenfällt, wenn also der Strahl SAA^ einer in S an die 
eubische Fläche gelegten Tangente unbegrenzt sich nähert. Ver- 
einigen sich die Punkte Ä und A^ beide mit S, osculirt also der 
Strahl SAA^ in S die Fläche, so sind alle seine Punkte dem 
Punkte S conjugirt (IL Äbth. 8. 219). Also: 

„Die genannte Fläche zweiter Ordnung enthalt alle Punkte, 
„welche vom Pvinkte yS' durch je zwei andere Punkte A, A^ der 
„cubischen Fläche F^ harmonisch getrennt sind, sowie die Be- 
„ rührungspunkte aller Tangenten, welche von S an die Fläche 
„F^ gezogen werden können. Sie berührt die Fläche F^ in S 
„und geht durch die beiden Haupttangenten von F^ am Punkte S." 
Wir nennen diese Fläche zweiter Ordnung die erste oder qua- 
dratische Polare des Punktes S bezüglich der eulaisehen Fläche 
F^ und bezeichnen sie mit S^. Wenn die beiden Haupttangenten 
von iS zusammenfallen, so ist 5 ein parabolischer Punkt von F^, 
und seine erste Polare S^ ist ein Kegel, weil sie von der Be- 
rühmngsebene a der Fläche F^ längs der Haupttangente be- 
iTiJirt wird. 

Legen wir durch S zwei Transversalen l, l', welche F^ noch 
in den resp. Punbtepaaren Q, B und Q\ }i', sowie S^ in resp. Sj 
und S'i schneiden, so sind SQS^E und SQ'S\li' harmonisch und 
folglich projectiv und perspectiv, weshalb QQ', EU' und SiS\ 
nach einem Punkte zusammenlaufen. Diese drei Geraden aber 
werden zwei Tangenten von F^ in Q und R und eine Tan- 
gente von S'^ in S,, wenn l' der Geraden l unbegrenzt sich 
nähert. Da nun W eine beliebig durch l gelegte Ebene ist, so 
ergiebt sieh: 

„Die Berührungsebenen von F^ in Q-, B und von S^ in Äj 
,, gehen alle drei durch eine Gerade s." 

Wir bezeichnen jetzt mit Q^, ß^ S^ die ersten Polaren von 
Q, B, S in Bezug auf F', mit Jt, p, ff die Ebenen, von welchen 
Hie und F^ in diesen resp. drei Punkten herührt werden, mit 
Qi, Bj, Sj ihre resp. zweiten Schnittpunkte mit der Transversalen l 
oder QBS, und mit x^, p^, s^ deren Berühi-ungsebenen. Dann 
müssen sich die Ebenentripel x^pff, xp^s und xpOj in je einer 
Geraden fc, r, fl schneiden, und ihre sechs Ebenen gehen alle durch 
einen Punkt xpa oder P. Die Geraden 

y.A^ = kj^, fPi := }'j und Cöj = Sj 
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siiitl die i-eeiprokeii Polaren von L in Bezug auf Q^, R'^, S" und 
gehen auch durch P. Weil abev S von Q harmonisch getrennt 
ist durch B und -ß^ und somit durch R^, so ist i\Q die Polarebene 
von ß in Bezug auf Ä^, und ebenso ist s^Q die Polare Ton R in 
Bezug .auf S^. Wir wollen beweisen, dass diese beiden Polarebeuen 
TjQ und Sj^Q zusammenfallen*). 

Die Ebenenbüschel r(jRcpjX.) nnd s(Sp<j^;<) sind perspectiv 
zu RSRiQ resp. SES^Q und somit harmonisch; sie werden von 
den resp. Ebenen p und s in den harmonischen Strahlenbüscheln 
P{Bkris) und P(Sks^r) geschnitten, welche den Strahl k = ^o 
entsprechend gemein haben nnd perspectiv liegen. Die Ebene r^s^ 
geht folglieh durch die Gerade PQ, in welcher PRS und sr = y. 
sich schneiden, und die Ebenen 7\Q und s^Q fallen in der That 
ansammen. Also; 

„Sind R^ und S^ die ersten Polaren von zwei beliebigen Punkten 
,,7?, N der eubischen Fläche F', so hat R in Bezug auf S^ die- 
„ selbe Polarebene wie S in Bezug auf K*. Diese Polarebene 
,,geht durch den dritten Schnittpunkt Q von F^ \aiA BS, und 
,,ist durch dessen Berührungsebene x und durch die Schnittlinie 
„k der Berührungsebenen von R und S harmonisch getrennt von 
„der Ebene PRS:'- 

Der Bündel S der Sehnen, welche aus einem Punkte S der 
cubiscJien Fläche an die Ranmcurven l^ ihres ersten Netzes gehen, 
ist zu dem Netze projectiv, weil jedem Curvenbusehe! des Netzes 
ein ihm projectiver Strahlenbüschel in S entspricht. Die Polar- 
ebenen von ,S' bezüglich aller durch eine Baumcurve k^ des zweiten 
Netzes gehenden Flächen h^P zweiter Ordnung bilden einen Bündel 
iS", weicher zu dem ii^^-Bündel k^ projectiv ist; denn zu vier har- 
monischen Flächen dieses i^^-Büudels gehören allemal vier har- 
monische Ebeuen von S'. Da nun aber die Bündel S und S' 
reeiprok siud ("^eite 631 ^.0 folgt hieraus 

„Wird jedei Curve des eisten Netzes die duich sie gehende 
,, Fläche des Bündels k" zugewiesen so ist da'' Netz piojectiv 
,,auf den 1 -Bündel ^* bezogen msbesondeie ent&piicht jedem 
,,Curvenbu8L.hel P des Netzes ein ihm proiectnei F Büschel 
„von k^: 

Die Polaiebeneu des Punktes F leznghch dei Flachen dieses 
-/''^-Büschels bilden einen zu ihm piojectiven Ebenenbuschel und 

*) Dieser Beweis un 1 dpr des lorbeigehenden ''at?e luiiien vDn Herrn 
Sturm her (Grelles Joirnil fu Math Ri H6 S 1241 
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gehen durch die resp. Tangenten der Curven des Büschels /'. Da- 
mit ist bewiesen, daas die Raumcurven des Büschels P in ihrem 
gemeinsamen Punkte von den Strahlen eines zu P projeetiveu 
Strahlenbüschels berührt werden (vgl. S. 61), 

Mit Hülfe des vorhergehenden Satzes kann die gegenseitige 
Lage der Punkte leicht angegeben werden, welche von einem be- 
liebigen Punkte F des Baumes durch je zwei Punkte der cnbiaehen 
Fläche harmonisch getrennt siud, oder allgemeiner zu reden, welche 
zu P conjugirt sind in Bezug auf je eine Ourve l^ des ersten 
Netzes. Verbinden wir l^ mit irgend drei Curven Ä^, fcj, k^ des 
zweiten Netzes durch Flächen zweiter Ordnung, so schneiden sich 
in dem zu P conjugirten Punkte die drei Polarebenen des Punktes 
P hinsichtlich dieser Flächen. Wenn unn P das erste Netz durch- 
läuft, so beschreiben die Flächen k''P, kjP und klP drei Plächeu- 
bündel k^, kl und &|, welche zu dem Netze und folglich auch 
zu einander projeetiv sind; die drei Polarebenen des Punktes P 
aber beschreiben drei Bündel P\ Pj\ P^\ welche zu den Fläehen- 
bündeln und dem Curvennetze projeetiv und sonach zu einander 
coUinear sind, und deren Mittelpunkte zu P conjugirt sind hin- 
sichtlich der Ranmeurven k^, kf, k^. Die Bündel P', P^', Pg' er- 
zeugen deshalb eine cubische Fläche. Also: 

,,Die Punkte, welche durch je. zwei Punkte der cubischen 

,, Fläche F^ von einem ausserhalb F^ gelegenen Punkte P hat- 

„monisch getrennt sind, liegen auf einer zweiten cubischcji 

„Fläche P'." 
Wir nennen diese Fläche P^ die cubische Polare von P be- 
züglich der Fläche F^; sie zerfällt, wenn P auf P* liegt, in die 
quadratische Polare und die Berührungsebeae von P. 

„Von zwei Punkten j', V hegt entweder keiner oder jeder auf 

„der cubischen Polare des andern"; 
im letzteren Falle nämlich sind /' und Q conjugirt bezüglich einer 
cubischen Raumcurve des einen (und ebenso des andern) Netzes 
der Fläche F^. 

Jede durch P gelegte Gerade, welche mit F^ drei Punkte 
J, Aj, A^ gemein hat, wird auch von der cubischen Polare I'^ 
des Punktes P in drei Punkten iJ, ßj, ßg geschnitten. Wird 
nun der Strahl PA so um P gedi-eht, dass er in eine Tangente 
der Fläche P' übergeht, dass also zwei der Punkte A^ A^^ A^ im 
Berührungspunkte sich vereinigen, so fällt mit ihnen einer der 
Punkte ß, ßj, ßj zusammen, während die beiden übrigen mit ein- 
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ander sieh vereinigen; denn jeder der Punkte B, B^, B^ ist von 
-P durch zwei der Punkte A, A^, A^ harmonisch getrennt. Da- 
raus folgt: 

„Die cubische Polare P* geht durch die Berührungspunkte aller 
„Tangenten, welche vom Punkte P an die Fläche F^ gezogen 
„werden können, und wird von diesen Tangenten gleichfalls 
.,, berührt.'" 



Achter Vortrag. 

Ebene Curven dritter Ordnung. 

Zu ferneren ■wichtigen Eigenschaften dej- cuhischen Fläche F' 
führt uns die Untersuchung der auf /''' gelegenen ebenen Curven. 
Von einer beliebigen Ebene v; wird die Fläche in einer Curve c' 
dritter Ordnung geschnitten, weiche mit jeder, nicht auf /'* 
liegenden Geraden der Ebene höchstens drei Punkte und mindestens 
einen Punkt gemein hat. Die Fläche F^ wird erzeugt durch drei 
collineare Bündel S, i>\, S^; die Curve c^ erscheint deshalb als 
Erzeugniss von drei in 'i] liegenden coUinearen Feldern, welche von 
jenen Strahlenbündeln Schnitte sind, und kann unabhängig von 
der Fläche dritter Ordnung wie folgt deflnirt werden: 

„Drei conjective collineare Felder erzeugen i. A. eine Curve 
„c^ dritter Ordnung, in deren Punkten je drei homologe Strahlen 
,,der Felder sieh schneiden. Durch keinen ausserhalb c^ ge- 
„legenen Punkt gehen mehr als zwei homologe Strahlen der 
„Felder." 

Projieiren wir die drei coUinearen Felder aus irgend drei 
Punkten des Raumes durch Strahlen bündel, so erzengen diese eine 
durch c' gehende cubisehe Fläche. Die Fläche artet aus in einen 
Kegel dritter Ordnung, wenn die Mittelpunkte der drei Bündel 
zusammenfallen. 

Die Fläche F^ dritter Ordnung, als deren Schnitt wir die 
■ebene Curve c^ betrachten, kann mit Hülfe der coUinearen Bün- 
del S, Si, Sg auf einem ebenen Felde t]j abgebildet werden; wir 
brauchen, wie wir gesehen haben, nur die Bündel reciprok auf 
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■fji zu bezielieü. Als ÄbbilduDg ¥on c^ erbaltea wir dauu eine 
Curve cf, die ebenfalls von der dritten Ordnung ist. Nämlich 
die ebenen Felder v] und v)^ sind mittelst der Bündel S, S^. S^ 
in dreifacher Weise reeiprok auf einander bezogen; und jeder Punkt 
Pj von cf unterscheidet sieh dadurch you den übrigen Punkten 
des Feldes ■iji, dass die drei ihm entsprechenden Strahlen von ^ 
nicht ein Dreieck bilden, sondern durch einen und denselben Punkt 
P von c^ gehen. Uaigekehrt entsprechen dem Punkte P von c^ 
drei Strahlen in iii, welche in einem einzigen Punkte Pj von cf 
sich schneiden; sodass auch cf durch drei in ^jj liegende collineare 
Felder erzeugt wird. Schon früher (Seite 57) haben wir auf ganz 
anderem Wege bewiesen, dass cf mit jeder in v(^ gelegenen (ge- 
raden mindestens eineu Punkt und höchstens drei Punkte gemein 
hat. — Da vjj reeiprok auf die Bündel S, ä\, S^ bezogen ist, so 
entsprechen der Curve cf dritter Ordnung drei Ebenenbüsebel drit- 
ter Ordnung; oder: 

„Jede ebene Schnittcurve c^ der cubischen Fläche F^ wird 
„durch drei homologe eubische Ebenenbüsebel von 6', Si, S^ 

Eine wichtige Eigenschaft der Curve f^ folgt aus früheren 
Sätzen (Seite 64), nämlich: 

„Ist S ein beliebiger Punkt der ebenen Curve <;" dritter Ord- 
„nung, so liegen die Punkte, welche von S durch je zwei andere 
„Ourvenpunkte harmonisch getrennt sind, auf einem durch S 
„gehenden Kegelschnitt. Derselbe berührt in S die Curve c" 
„und enthält die Berührungspunkte aller Tangenten, welche aus 
,,dem Punkte S an c^ gezogen werden können. Er heisst die 
,, erste oder conisehe Polare von S in Bezug auf c^" 

Diese erste Polare eines Curvenpunktes kann in zwei Gerade 
zerfallen; er muss u. Ä. immer dann aus zwei Geraden besteben, 
wenn c^ in drei Gerade a, b, c zerfällt. Dass dieses möglich ist, 
leuchtet sofort ein; denn wir können drei ebene Felder collinear 
so auf einander beziehen, dass sie ein Dreiseit ahc entsprechend 
gemein haben. Wenn c^ eine Curve zweiter Ordnung « als Be- 
standtheil enthält und S ausserhalb oder iunerhalb a liegt, so zei-- 
fällt der im Satze genannte Kegelschnitt ebenfalls in zwei Gerade, 
von denen eine mit der Polare von S in Bezug auf a identisch ist. 
Die audere Gerade geht durch S; sie mnss ganz der Curve c^ an- 
gehören, weil sonst unmöglich jeder ihrer Punkte durch zwei Ourven- 
punkte harmonisch von W getrennt sein könnte. Daraus folgt: 
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„Wenn die Cnrve c^ drittev Ordnung einen Kegelschnitt als 
„Theil entbält, so zerfällt sie in diesen und in eine Gerade." 
Wir wollen die Mittelpunkte der drei Bündel iS, Sj, S^ durch 
einen Kegelschnitt x'^ mit einander verbinden, und beweisen, dass 
x^ entweder ganz auf der Fläche F^ enthalten ist, oder noch 
höchstens drei andere Punkte mit F' gemein hat. Wir projiciren 
den Kegelschnitt y.^ ans S durch einen Strahlenbüschel nnd suchen 
zu diesem im Bändel S^ den entsprechenden Strahlenbüschel; dann 
ist der letztere ebenfalls projeetiv zu x.^ und erzeugt mit x* i. Ä. 
■einen Ebenenbüschel zweiter Ordnung. Jede Ebene dieses Buscheis 
hat mit der entsprechenden Ebene von S einen Punkt von x^ ge- 
mein. Dem Ebenenhiischel entspricht aber auch in Sg ein zu x^ 
projectiver Ebenenbüschel, von welchem entweder alle oder höch- 
stens drei Ebenen durch die entsprechenden Punkte von x^ gehen 
(I, Abth. Seite 130). Damit ist die Behauptung bewiesen; und 
weil S, Sj, $2 als drei ganz beliebige Punkte der Flache F^ zu 
trachten sind, so ergiebt sich: 

,,Die cubische Flache F" oder eine ebene Schnitteurve der- 

,, selben hat mit keinem Kegelschnitt, der nicht ganz ihr an- 

,, gehört, mehr als sechs Punkte gemein," 
Wenn also eine ebene Curve c' dritter Ordnung mit einem 
Kegelschnitt mehr als sechs Punkte gemein hat, so zerfällt sie in 
■diesen Kegelschnitt und in eine Gerade. Ausserdem folgt: 

„Eine Fläche zweiter Ordnung hat mit der cubischen Fläche 

„im Allgemeinen eine Raumcnrve sechster Ordnung gemein." 
iJenn eine beliebige Ebene begegnet der Fläche zweiter Ordnung 
in einem Kegelschnitt, welcher im Allgemeinen höchstens sechs 
fauf jener Raumcnrve liegende) Punkte mit der cubischen Fläche 
gemein hat. 

,,Drei projeetive, nicht concentriscbe Ebenenbüschel zweiter 

,, Ordnung erzeugen im Allgemeinen eine ßaumcurve 7 sechster 

„Ordnung, durch welche eine Fläche dritter Ordnung gelegt 

„werden kann." 
NämHeh die drei Strahlen böndel S, Sj, Sg, welchen die Ebenen- 
büschel augehören, sind durch diese collinear auf einander bezogen 
nnd erzeugen eine cubische Fläche 7''^. Bilden wir F^ auf einer 
Ebene i\i ab, so entspricht den Ebenenbüscheln zweiter Ordnung 
und der von ihnen erzeugten Curve 7 ein Kegelschnitt yl in v]j, 
nnd jeder ebenen Schnitteurve c^ von f entspricht eine Curve 
^l dritter Ordnung in vjj. Und weil y^ mit cj höchstens sechs 
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Punkte gemein hat, so wird auch 7 von der Curye c^ und voii 
deren Ebene in höchstens sechs Punkten geschnitten. Eine Aus- 
nahme tritt nur i^ann ein, wenn ff einen Theil der Curve c\ 
bildet. 

Wenn ein Kegelschnitt sechs Punkte mit einer Curve c^ drit- 
tei- Ordnung gemein hat und alsdann seine Gestalt und Lage in 
der Weise stetig ändert, dass zwei dieser sechs Punkte einander 
unbegrenzt sich näheru, so vereinigen sich schliesslich diese beiden 
Punkte zu einem gemeinschaftliehen Berührungspunkte, ausser wel- 
chem die beiden Curven nur noch vier Punkte mit einander ge- 
mein haben. Nun liegen aber die Berührungspunkte dei; Tangen- 
ten, welche von einem Punkte S der Curve c^ an diese gezogen 
werden können, auf einem Kegelschnitt, welcher in S die Curve 
c* berührt, nämlich auf der conischen Polare von S\ also: 

„Durch einen beliebigen Punkt S der Cuive c^ dritter Ord- 
„nnng können ausser der Tangente in s selbst noch höchstens 
„vier Tangenten an c* gezogen werden 

Vom Punkte S der Curve i^ gehen unendlich viele Miahlen 
aus, von welchen die Curve in je zwei von S veischiedenen Punkten 
geschnitten wird. Jedes dieser Punktepaaie kann durch eine eu- 
bische Raumcurve verbunden weiden welche dem eisten Cuiven- 
netxe der eubischen Fläche F^ angehört und aus trüberen Sätzen 
(Seite 60) ergiebt sich, dass alle so bestimmten Raumcurven m 
einem Funkte P von c* sich schneiden. Aneh haben wir bereits 
bewiesen, dass der Curvenbüschel P des eraten Netaes projectiv 
auf den Strahlenbüschel S bezogen ist, wenn jeder Curve von P 
ihre durch S gehende Sehne zugewiesen wird. Mit einer belie- 
bigen Raumcurve k^ des zweiten Netzes kann der Curvenbüschel 
P durch einen i'^'-Büschel verbunden werden, dessen Flächen in 
k^ und in der durch P gehenden Sehne von Ä* sich schneiden. 
Auch dieser Flächenbüschel ist (Seite 6")) projectiv zu dem Curven- 
büschel P und zu dem Strahl enbüschel S\ und zwar liegen die- 
Punkte, welche irgend ein Strahl von S mit der entsprechenden' 
Curve des Büschels P und mit der zugehörigen Fläche zweiter 
Ordnung gemein hat, auf der Curve c^. Der Flächenbüschel wird 
von der Ebene des Strahlenbüschels S in einem zu ihm projec- 
tiven Kegel Schnittbüschel geschnitten, dessen Kegelschnitte durehi 
den Punkt P und durch die gemeinschaftlichen Punkte der Ebene 
und der Raumcurve Tc^ gehen. Weil nun h^ beliebig im zweiten 
Cnrvennetze gewählt werden kann, so ergiebt sich: 
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„Die ebene Curve c^ dritter Ordnung kann auf nnendlich 
„viele Arten durch einen Strahlenbiischel S und einen zu iim 
„projectiven Kegels chnittbüsehel erzeugt werden; die Schnitt- 
„punkte jedes Strahles von S mit dem ihm entsprechenden 
„Kegelschnitte liegen anf c^." 

Von den vier Punkten, welche die Kegelschnitte mit einander 
gemein haben können, dürfen wir zwei und Q ganz beliebig 
auf c* wählen, weil durch je zwei Punkte der Fläche i''* eine 
Curve k^ des zweiten Netzes gelegt werden kann; der dritte B 
liegt ebenfalls auf £*. Der vierte Punkt F hängt nur scheinbar 
von der Wahl des Punktes S ab; denn wir werden sogleich zeigen, 
dass jedem der drei Punkte 0, Q, R die Rolle zngetheilt werden 
kann, welche in obiger Untersuchung der Punkt F spielte, dass 
also F mit jedem beliebigem Punkte von c^ vertauscht werden 
darf. Dagegen ist jeder von den vier Punkten bestimmt durch 
die drei übrigen und durch den Punkt S. Denn wenn 0, P, Q 
und S gegeben sind, so finden wir iü, indem wir 0, P und Q 
mit irgend zwei Punkten von c*, die mit S in einer Geraden 
liegen, durch einen Kegelschnitt verbinden und dessen sechsten 
Schnittpunkt mit c^ aufsuchen, 

Dass F mit vertauscht werden kann, folgt aus dem Be- 
weise des Satzes: 

„Durch jede Curve, v/elche von einem Strahlenbüschel S mit 
„einem zu S projectiven Kegelsehnittbüscbel (OFQB) erzeugt 
„wird und folglich durch den Mittelpunkt von S, sowie durch 
„die vier gemeinschaftlichen Punkte 0, P, Q, ß der Kegel- 
„sehnitte geht, kann eine cubische Fläche gelegt werden; die 
„Curve ist also von der dritten Ordnung." 

Wir verbinden drei der vier Basispunkte des Kegelschnitt- 
büschels, z. B. P, Q und E, durch eine Raumcurve h^ dritter Ord- 
nung, nehmen auf dieser die Mittelpunkte von zwei Strahlenbün- 
deln S^^ und S^ beliebig an und beziehen diese Bündel colünear 
so auf einander, dass sie die Sehnencongruenz von k^ erzeugen. 
Durch geht eine Sehne von k^, in welcher zwei homologe Ebenen 
a^ und 0.^ der Bündel sich schneiden. Seien s^ und Sg irgend 
zwei in resp. a^ und a^ liegende, homologe Strahlen der Bündel, 
so schneiden diese die Ebene OFQB in zwei Punkten, welche 
einem und demselben Kegelschnitt des Büschels (0 PQE) ange- 
hören; denn die projectiven Ebenenbüschel s, und s^ erzeugen 
eine durch k^ und den Punkt gehende Fläche zweiter Ordnung, 
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auf welcher auch die Stvablen s^ und s^ liegen. Die beiden in 
K, und 9.2 liegenden und einander entspreohenden Strahlenbüscliel 
von S, imd .S'g werdeu demnach von der Ebene OJ'QB in zwei 
Puuktreihen geschnitten, welcbe zn dem Ke gelseh nittbüschel {OPQ E) 
perspectiv liegen (Seite 33); sie sind folglich auch zu dem StrahSeii- 
büschel S projeetiv. Beziehen wir nun den Bündel S collinear auf »9, 
und S3, sodass jeue drei projeetiven Stnthlenbüsche! einander ent- 
sprechen, so erzeugen die drei Bündel eine cabische Fläche, von wel- 
cher die gegebene ebene Curve ein Schuitt ist. Die verlangte colli- 
neare Beziehung kann auf unendlich viele Arten hergestellt werden. 
Die Rolle des Punktes P kann also wirklich von jedem andereu 
Punkte der Curve c' dritter Ordnung überuominen werden, ko 
daas allgemein sich ergiebt: 

,, Werden auf der ebenen Curve c* dritter Ordnung irgend 
,,vier Punkte .S, F, Q, B augenommen, und verbindet man je 
„zwei Punkte von c^, welche mit S in einer Geraden liegen, 
„ mit P, Q und K durch einen Kegelschnitt, so bilden alle diese 
„Kegelschnitte einen zum Strahleubüsehei S projeetiven Kegel- 
„ sehuittbüschel , und auch der vierte gern ein schaftliehe Punkt 
„0 der Kegelschnitte liegt auf c^." 
Ohne Weiteres leuchtet ein, dass auch folgende ümkeliiung dieses 
Satzes gültig ist: 

,, Werden durch vier beliebige Punkte 0, P, Q, B einer ebeuen 
,, Curve c^ dritter Ordnung Kegelschnitte gelegt, welche noch je 
„zwei Punkte mit c^ gemein haben, so sehneiden sich die Verbiu- 
„dungslinien dieser Punktepaare in einem und demselben Punkte 
„y von c^. Der Kegelschnittbüschel (OPOB) ist projeetiv auf 
„den Strahlen büschel S bezogen, wenn jedem Kegelschnitt der 
„so durch ihn bestimmte Strahl von S zugewiesen wird." 
Von den Punkten 0, F., Q, R dürfen übrigens keine drei in einer 
Geraden liegen, wenn der Satz Sinn haben soll. Dagegen dürfen 
zwei der Punkte einander unbegrenzt sich nähern, so dass der 
Satz auch dann noch gilt, wenn die Kegelschnitte von r,^ in zwei 
Punkten geschnitten und in einem dritten berührt werden, oder 
weuu sie einander und die Curve c* in zwei verschiedenen Punkten 
berühren u. s. w. Der Punkt S soll der Gegenpunkt des Vier- 
ecks OPQB genannt werden. 

Der letzte Satz enthält eine Haupteigen seh aft der ebenen 
Curven dritter Ordnung, und wir können aus ihm viele andere 
Sätze ableiten; zunächst den folgenden: 
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„Dui-ch acht beliebige Punkte 0, P, Q, fi, Ä, 'ß, (1 D der 
„Ebene kömieii onendlicli viele Curven dritter Ordnung gelegt 
„werden; nämlich dnrch einen beliebigen neunten Punkt ß 
„geht eine eiaaige dieser Curven, und nur wenn E eine ganz 
„besondere, durch die ersten acht Punkte bestimmte Lage hat, 
„gehen durch diesen neunten Punkt alle jene Carven dritter 
„Ordnang." 
Wir wählen unter den gegebenen Punkten irgend vier 0, P, Q, B, 
von denen keine drei in einer Geraden liegen, und legen durch 
sie einen Kegel scbnittbüschel, bezeichnen ferner mit a, ß, y, h, 
e die fünf Kegelschnitte dieses Büschels (OPQB), welche durch 
resp. Ä, B, C, X>, E gehen. Alsdann können wir den Strahlen- 
bflschel D projeetiv so auf den Büschel (OPQIt) bezieben, dass 
die Strahlen 2).4, DB, ßC den resp. Kegelschnitten a, ß, y ent- 
sprechen; auch können wir zu den Kegelschnitten S und s die 
entsprechenden Strahlen DD, und BE^ des Büschels D cou- 
struiren. Wir denken uns jetzt dnrch Ä, B, C und D einen 
Kegelschnitt ■/. gelegt, welcher in B den Strahl i>-D, berührt. 
Derselbe wird vom Strahle DE^ in einem Punkte iS, geschnitten 
und ist durch den Strahl enböschel B projectiv so auf den Kegel- 
sehnittbüschel (OPQB) bezogen, dass den Punkten ^i, ß, C. 
Z), E-^ von y. die resp. Kegelschnitte a, ß, 7, S, s entsprechen. 
Jeder Strahlenbüschel iS', welcher zum Kegelschnitt v. perspectiv 
liegt, erzeugt mit dem Kegelschnittbüschel {OPQB) eine Cnrve 
dritter Ordnung, welche durch die acht Punkte 0, P, Q, B, Ä^ P, 
C, B geht. Bestimmen wir nun auf n den Mittelpunkt des Strahlen- 
büschels S so, dass aus ihm der Punkt Pj durch den Strahl SE 
projicirt wird, so geht die Cnrve dritter Ordnung auch durch den 
neunten Punkt E. Für eine beliebige Lage des Punktes S auf it 
hat die Curve dritter Ordnung mit dem Kegelschnitt die fünf Punkte 
S, A, B, C, D und folglich nur noch einen sechsten Punkt T 
geraein. Dieser Punkt T von v. liegt ebenso wie yl, P, C und J) 
auf dem ihm entsprechenden Kegelschnitte des Büschels (OPQR) 
und ist demnach auf jeder durch 0, P, Q, P, A, B, C, B gehen- 
den Curve dritter Ordnung enthalten; und nur wenn E mit T 
zusammenfällt, gehen durch E alle diese Curven. 

Beachtenswerth ist, dass wir keineswegs den Kegelschnitt k 
zu zeichnen brauchen, dass wir vielmehr die Punkte Pj und S 
desselben durch lineare Constructionen, z. B. mittelst des Pascal- 
schen Satzes, finden können. Ebenso können wir auf dem Strahle 
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SA den zweiten Sehiiittpunkt Aj mit dem Kegelschnitt a lineai' 
conatmireu ; cnd da A^ auch der gesuchten Curve dritter Ordnung 
augehört, sü ist damit die Aufgabe gelöst: 

„Von einer ebenen Curve c^ dritter Ordnung, welche durch 

,,neun ihrer Punkte gegeben ist, deujenigen zehnten Punkt Aj^ 

„en construiren, welcher mit irgend fünf der gegebenen Punkte 

„auf einem Kegelschnitt a liegt." 

Der Kegelsebnittböschel (OPQB) enthält auch die drei paar 

Gegenseiten des Vierecks OPQB. Suchen wir zu einem dieser Paare, 

etwa zu OP, QE den entsprechenden Strahl des Büschels S, so 

lösen wir die Aufgabe: 

,,Auf einer Geraden OP, welche zwei von den gegebenen 
„nenn Punkten verbindet, den dritten Schnittpunkt mit der 
„Curve c^ dritter Ordnung zu construiren." 

Sei l ein beliebiger Strahl des Büschels S und X der ihm 
entsprechende Kegelschnitt des Büschels (OPQB). Wenn dann l 
dem Strahle SO sich unbegrenzt nähert, ao rückt auch einer der 
beiden Schnittpunkte vou l und X dem Punkte unbegrenzt näher, 
und die Verbindungslinie vou mit diesem Schnittpunkte geht 
über in die Tangente der Curve c^ im Punkte O; zugleich ändert 
der Kegelschnitt X sich so, dass er ebenfalls jene Verbindungslinie 
in berührt. Bestimmen wir also im Punkte die Tangente 
des Kegelschnittes, welcher dem Strahle .SO entspricht, so lösen 
wir die Aufgabe: 

„In einem der gegebenen neun Punkte, z. B. in die Tan- 
„gente der Curve c' dritter Ordnung zu construiren." 

Mit Hülfe dieser Bemerkungen können auch leicht die Auf- 
gaben gelöst werden: „Eine Cnrve dritter Ordnung zu construiren,. 
wenn von ihr gegeben sind entweder acht Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben, oder sieben, sechs, fünf Punkte und die 
Tangenten in resp. zwei, drei, vier derselben." Wir übergehen die 
Ausführung dieser Aufgaben. 

Aus dem Beweise des Satzes, dass acht Punkte der Ebene mit 

einem neunten im Allgemeinen durch eine Curve dritter Ordnung 

verbunden werden können, ergiebt sich noch der folgende Satz: 

„Zwei ebene Curven dritter Ordnung haben höchstens neun 

„Punkte 0, P, Q, B, A, B, C, 7>, 2' mit einauder gemein, welche 

„mit jedem zehnten Punkte E der Ebene durch eine Curve drit- 

„ter Ordnung verbunden werden können." 

,,Legt mau durch vier von den neun Punkten, z. B, durch 
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„0, P, Q, M einen Kegekehnittbüseliel , und durch die übrigen 
„fünf einen Kegelschnitt it, so kann der letztere projecfciv so 
„auf den Büschel bezogen werden, dasa den fünf Punkten 
„A, B, C, Bf T von y. die resp. durch sie gehenden Kegel- 
„ schnitte des Büschels (OPQR) entsprechen. Der Kegelschnitt it 
„enthält die Gegenpuukte S des Vierecks OPQB hinsichtlich 
„aller Curven dritter Ordnung, welche durch die neun Punkte 
„geben." 

Es kann der Fall eintreten, dass von den neun Punkten irgend 
sechs auf einem Kegelschnitt liegen. Sei K ein beliebiger siebenter 
Pnnkt dieses Kegelschnittes, so kann auch K mit den neun Punkten 
durch eine Curve dritter Ordnung verbunden werden; und da diese 
mit dem Kegelschnitt sieben Punkte gemein hat, so zerfällt sie in 
ihn und eine Gerade. Also: 

„Liegen von den neun Schnittpunkten zweier Curven dritter 
„Ordnung sechs auf einem Kegelschnitt, so liegen die drei übrigen 
,,iu einer Geraden." 

Der Satz und sein Beweis gelten auch dann, wenn der Kegel- 
schnitt in zwei Gerade zerfällt. Wir folgern daraus: 

„Wird eine Ouvve c^ dritter Ordnung von drei Geraden «, b, c 
,,so in je drei Punkten geschnitten, dass sechs von den neun 
„Schnittpunkten auf einer Curve zweiter Ordnung oder auch 
„auf zwei neuen Geraden k und l enthalten sind, so liegen die 
„drei letzten Schnittpunkte in einer Geraden m." 
Denn die drei Geraden «, b, c bilden eine zweite Linie dritter 
Ordnung, und durch die neun Schnittpunkte können folglich un- 
endlich viele Curven dritter Ordnung gelegt werden. — Die sechs 
Punkte, welche eine Curve c' dritter Ordnung mit irgend einem 
Kegelschnitt gemein hat, können zu zweien durch 15 Gerade ver- 
bunden weiden welche die r^ m 15 Punkten P schneiden; diese 
15 P hegen 7u dieien m 15 Geiaden / und diese 15 g schneiden, 
sich zu dieien in jenen 15 Punkten P 

V>n können im vorigen batze die Geraden k und l willkürlich 
annehmen und durch ihie sechs Schnittpunkte mit c^ die drei 
Geraden a i t legen Nahern sich k und l einander unbegrenzt, 
so gehen a b und c utaer m drei Tangenten der Curve dritter 
Ordnung, und es eigiebt sich. 

„Je drei Tangeuten der Curve c^ deren Berühningspunkte 
„in einer Geraden k liegen, schneiden die Curve in drei Punkten 
„einer zweiten Geraden »«.'■ 
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Die Gerade if> fäilt mit k zusammen, wenn von den Schnitt piinkteu 
der drei Tangenten irgend zwei sicli mit den Beruh rungspunkter 
vereinigen. Die Tangenten „osculiren" dann die Carve r" in 
ihren Beriihvungspuuliten , nnd letztere heisseu „Wendepunkte" 

„Die Verbindungslinie von zwei Wendepunkten der Curve c^ 
„schneidet die Corve also noch in einem dritten Wendepunkte." 
Die Curve diittei Uidnnng hat auch mit der unendlich fernen 
Geraden mindestens einen Punkt und höchstens drei Punkte ge- 
mein, lind jede Tmgente eine'* unendlich fernen Punktes wird 
Asymptote genannt Fm sie gilt dei S'it/,: 

„Die Curve dntter Oiduung wird von ihren drei Asymptoten 
„in drei Punkten einer Geiaden geschnitten." 

Wir haben beieit's gesehen das« die ebene Curve c^ dritter 
Ordnung in eine fieiide und einen Kegelschnitt zerfallen kann, 
aber noch nicht bewiesen diss diese«* immei dann geschehen muss, 
wenn die Curve eme Geiade / enthalt In der That ist ein sol- 
ches Zerfallen nicht nothwendig denn «s ist denkbar, dass die Curve 
dritter Ordnung sieh ganz ait die Geiade / reducirt oder ausser- 
halb derselben uui einen einzigen Punkt besitzt. Wenn aber c^ 
ausser (/ mehrere Punkte enthalt so liegen im Allgemeinen keine 
drei derselben in emet Geraden / denn sonst müsste l mit c^ 
auch noch den Punkt / / also im Ganzen vier Punkte gemein 
haben, und folglich ebenfalls ganz dei Guive c" angehören, und 
c" müsste in diei Gerade zeitallen von denen die dritte sich auch 
mit l oder 1/ vereinigen konnte V\ 11 können demnach irgend fünf 
der ausserhalb 7 liegenden Punkte von -''' dmch eine Curve k^ zwei- 
ter Oi"dnnng verbinden welche mit </ ehenfills eine Curve dritter 
Ordnung bildet Tene fünf Punkte bilden mit drei beliebigen 
Punkten der Geiadeii /ein 'system von acht Punkten, welche mit 
jedem nennten Punkte dei Ebene im Allgemeinen eine einzige 
Curve dritter Ordnung bestimmen \\ ahlen wir nun den neunten 
Punkt ebenfalls aut der 'Teiaden {/ s>o fallt diese Curve dritter 
Ordnung mit c' zusammen 7Ugleich abei mit der Curve dritter 
Ordnung, welche aus y und dem Kegelschnitt yJ besteht. Also: 
„Wenn eine üuive c^ drittel Oidnung eine Gerade ff ent- 
,,hä!t, so zerfällt aie im Allgemeinen in diese Gerade und einen 
„Kegelschnitt; in besonderen Fällen kann sie auch aus g und 
,,noch zwei oder einer Geraden bestehen, wenn sie sich nicht 
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„etwa auf y und einun isolirtea Punkt oder auch äuf (j allem 

„redncirt." 
Hieraus lässt sieh leicht schliesseu, dass von den ueun Schnitt- 
punkten zweier Curven dritter Ordnung sechs auf einem Kegel- 
schnitt oder auch auf zwei Geraden enthalten sein müssen, wenn 
die drei übrigen in einer Geraden liegen. 

Zum Sehluss möge noch der Satz hier eine Stelle finden: 
„ Die Grundcurve eines Büschels von Flächen zweiter Ordnung 

„wird aus jedem ihrer Punkte durch eiueu Kegel dritter Ord- 

„uung projicirt." 
Seien S und T zwei beliebige Punkte der Grundcurve ; dann können 
wir den Strahlenbönde! S in dreifacher Weise reciprok auf ilen 
Bändel T beziehen, so dass er mit T irgend drei Flächen des 
i''^-Büschei8 erzeugt. Der Punkt rt' erscheint dann als Mittel- 
punkt von drei coUiuearen Bündeln, und diese erzeugen (Seite 67) 
einen Kegel dritter Ordnung, dessen Strahlen je einen Punkt der 
Raumcurve vierter Ordnung projiciren. Wir folgern daraus: 

,,Ein Kegel dritter Ordnung wird von einer Regelfläche 

,, zweiter Ordnung, welche zwei Strahlen a, b mit ihm gemeiu 

„hat, ausserdem i. A. in einer Raumcurve vierter Ordnung erster 

„Art geschnitten," 
Zum Beweise verbinden wir den Punkt ab mit sieben beliebigeu 
ausserhalb a und h gelegenen Sehuittpnukten der Regelflaclie und 
des Kegels dritter Ordnung durch eine zweite Fläche zweiter Ord- 
nung. Von dieser wird die Regelfläehe in einer Raumcurve vierter 
Ordnung geschnitten, welche auch auf dem Kegel liegen muss; 
denn sie wird aus dem Punkte ab durch einen Kegel dritter Ord- 
nung projicirt, welcher mit dem gegebenen ausser a und b noch 
sieben beliebige Strahlen gemeiu hat und folglieh mit ihm identisch 
ist. — Ebenso lässt sich beweisen: 

„Eiu Kegel dritter und ein Kegel zweiter Ordnung, welche 

,, nicht concentrisch sind, aber sieh längs eines Strahles bei'ühren, 

„schneiden sich ausserdem in einer Raumcurve vierter Ordnung 

„erster Art." 

Fassen wir die Hauptergebnisse dieses Vortrages noch ein- 
mal kurz zusammen, so erhalten wir für die Flächen dritter Ord- 
nung folgenden Satz: 

„Die Fläche dritter Ordnung wird von jeder Ebene in einer 

,,Curve c* dritter Ordnung geschnitten, welche durch neun auf 

„ihr beliebig angenommene Punkte völlig bestimmt ist. Diese 
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„ Schnitt earve zerfällt ia eine Gerade uud einen Kegelschnitt, 
„wenn sie mit einer Geraden mehr als drei Punkte oder mit 
„einem Kegelsehnitt mehr als seeha Punkte gemein hat; sie 
„kann auch auf drei oder weniger als drei Gerade sieh radw- 
„eiren. Die Curve c^ dritter Ordnung hat mit einer anderen 
„Curve dritter Ordnung höchstens neun Punkte gemein, von 
„denen jeder durch die acht übrigen bestimmt ist; zwei cubische 
„Flächen schneiden sich deshalb im Allgemeinen in einer Raum- 
„ curve neunter Ordnung, Mit einer Fläche zweiter Ordnung 
„hat die cubische Fläche im Allgemeineu eine Raumcurve sech- 
„ster Ordnung gemein." 



Neunter Vortrag. 

Die siebenundzwanzig Geraden und die Kegelschnitte 
der allgemeinen cubischen Fläche. 



Wenn wir eine cubische Fläche F^, welche durch drei colli- 
neare Strahleubündel S, >S\, >% erzeugt wird, auf einem ebenen 
Felde fi abbilden, indem wir ■»; auf S", S^, S2 reeiprok beziehen, 
so entspricht jed-em Punkte von F^ ein einziger Punkt von i], 
Dagegen können in t, gewisse Hauptpunkte vorkommen, denen 
mehr als ein Punkt von F^, nämlich die Funkte von je einer 
Geraden entsprechen. Einem beliebigen Punkte von t] entsprechen 
nämlich drei homologe Ebenen von S, S^, i?^, sowie deren in .F^ 
gelegener Schnittpunkt; wenn aber diese drei Ebenen mehr als 
einen Punkt, also eine Gerade mit einander gemein haben, so 
ist der zugehörige Punkt von i] ein Hauptpunkt. Jene dem 
Hauptpunkte entsprechende Gerade wollen wir einen Haupt- 
strahl der Fläche F^ nennen; sie ist eine gemeinschaftliehe Sehne 
der drei cubischen Raumcurven, welche die Bündel S, S^, S^ 
paarweise mit einander erzeugen. Und da diese Raumcurven als 
drei ganz beliebige des zweiten Cui-venuetzes von F^ betrachtet 
werden können, so lassen sich die Hauptpunkte von f\ auch folgender- 
massen definiren: 

„Den Hauptpunkten der Ebene 7| entsprechen in der cubi- 
.„ sehen Fläche F" die gemeinschaftlichen Sehnen des zweiten 
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„ Curvennetzes von F^\ wir uenneu diese Sehnen die Haujjt- 
„ strahlen der Fläche." 
Die Hauptpnnkte von i] sind hiernach Doppelpunkte derjenigen 
'Curven fünfter OMnung, welche den Raumeurven des zweiten 
Netzes von F^ entsprechen. 

Eine beliebige Ebene schneidet die Fläche F^ in einer ebenen 
Curve c^ welche mit jeder auf F^ liegenden Geraden einen Pniikt 
gemein hat. Daraus schlieasen wir; 

,,Die Ourven dritter Ordnung von 'ij, welche den ebenen 
„Schnittcurven der Fläche i'"' entsprechen, gehen durch alle 
„Hauptpunkte von t]," 

Legen wir nuu durch eine beliebige Gerade ff, welche mit 
F^ drei Punkte F, Q, R genaein hat, irgend zwei Ebenen, so 
schneiden diese die Fläche F^ in zwei Curven c^ und cf, welche 
durch die Punkte P, Q, B gehen. Die Abbildungen von c* und 
c\ haben ausser deu drei Punkten, welche jenen dreien entsprechen, 
noch höchstens sechs Punkte gemein, und jeder dieser Punkte ist 
ein Hauptpunkt von ■»), weil ihm sowohl in c* als auch in cf ein 
Punkt entspricht. Die sechs Hauptpunkte liegen nicht auf einem 
und demselben Kegelschnitt, weil sonst die drei übrigen Schnitt- 
punkte von c^ und cj in einer Geraden liegen müssten, was un- 
möglich ist; denn einer Geraden von ■«] entspricht in der Fläche 
F" eine cubische ßaumcurve, welche mit der beliebigen Geraden 
ij höchstens zwei Punkte gemein hat. Somit evgiebt sich; 

„Die Ebene tj enthält höchstens sechs Hauptpunkte, welche 
„nicht alle auf einem Kegelschnitt liegen; die cubische Fläche 
„F^ besitzt demnach höchstens sechs Hauptstrahlen oder ge- 
„ meinschaft liehe Sehnen des zweiten Curvennetzes. Wenn drei 
„eollineare Bündel beliebig im Räume gegeben sind, so giebt 
„es im Allgemeinen höchstens sechs Grade, in denen je drei 
„homologe Ebenen der Bündel sich schneiden,*)" 

Nun ist aber F^ die Ordnungsfläehe von zwei sich gegen- 
seitig erzeugenden Bündeluetzen \S^\ und I-Päli sie wii-d durch be- 
liebige drei eollineare Bünde) des einen wie des anderen Netzes 
erzeugt und ist der Ort der Mittelpunkte aller Bündel von jiSg| 
sowohl wie von \P^\. Die oo^ colUnearen Bündel eines jeden 
dieser Netze bestehen aus homologen Ebenen der Bündel des 
anderen (S. 68). Wenn nun von den drei beliebigen Bündeln 

*) Schröter in Crelle's Journal 62 S. 270. 
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S, Sj, S.^ des Netzes \S^\ irgend drei homologe Ebenen statt in 
einem einzigen Punlite P in einem Hauptstrahle u sieb schneiden, 
so gehen durch u auch die entsprechenden Ebenen der übrigen 
oc^ Bündel von jS^j; der Bündel von jP^I, welchen diese Ebenen 
bilden, artet somit aus in den Büschel u. Also: 

„Von dem Bündelnetze \P^] und ebenso von [S^] arten höch- 
„stens sechs Bändel aus in Ebenenbüschel. Die Axen dieser 
„Büschel sind Hauptstrahlen der cubischen Orduungsfläche von 
„IP^I und [Sa|." 

Wenn zwei Sehnen einer cubischen Eaumeurve in einer Ebene 
liegen, so schneiden sie sich bekanntlich in einem Punkte der 
Curve. Da nun (Seite 62) die Raumcurven des zweiten Curven- 
netzes nicht alle durch einen und denselben Punkt gehen sollen, 
so ergiebt sich: 

„Keine zwei Hauptstrahlen der Fläche F^ liegen iu einer 
„Ebene." 

Einer beliebigen Geraden g von ■f] entspricht auf der Fläche 
F^ eine Raumcurve y'^ des ersten Netzes; aber: 

„Wenn eine Gerade g von 'i einen Hauptpunkt U enthält, 

,,so zerfällt die ihr entsprechende cubische Raumcurve 7^ in 

,,den zugehörigen Hauptstrahl u und einen Kegelschnitt, wel- 

„eher einen Punkt mit u gemein hat." 

Der Punkfcreihe g entsprechen nämlich in den Büudeln S, ö'^, S^ 

drei Ebenenbüschel, deren Äsen den Hauptstrahl u schneiden, 

und der Ebenenbüschel von S erzeugt mit denen von Sj und S^ 

zwei gerüdlinige Flächen uweiter Ordnung, welche die Axe des 

erstereii Büschels und den Hauptstrahl u gemein haben. Verbinden 

wir nun irgend drei andere gemeinscbaftliehe Punkte der beiden 

Flächen durch eine Ebene, so schneidet diese die beiden Flächen 

zweiter Ordnung in identischen Kegelschnitten, weil letztere noch 

awei anf it nud jener Axe liegende Punkte mit einander gemein 

haben. Dieser Kegelschnitt entspricht der Geraden (/ nud ist ihr 

projectiv. 

Die Ebene des Kegelschnittes hat mit der Fläche F'' noch 
eine Gerade gemein, welche mit dem Kegelschnitt zusammen eine 
ebene Curve dritter Ordnung ausmacht. Die Abbildung dieser 
Gurve zerfällt in die Gerade g und einen Kegelschnitt, und zwar 
muss letzterer durch alle von U verschiedenen Hauptpunkte der 
Ebene 1] gehen. Also: 

„Einem Kegelschnitt, welcher fünf Hauptpunkte von '(; ver- 
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„bindet, entspricht in der Plöclie F^ eine Gerade, welclie die 
,,entspreclieiiden fünf Hauptstralilen sehneidet; durch diese Ge- 
,,rade gehen die Ebenen aller Kegelschnitte von .P'^, welche den 
„Strahlen des sechsten Hanptpunktea von r^ entsprechen." 
Wenn eine Gerade g zwei Hauptpunkte U und Y von S ver- 
bindet, so ent.?preehen ihrer Punktreihe in den Bündeln S, Sy, S,^ 
drei Ebenenbüsclie!, deren Axen die entsprechenden Hauptstrahlen 
M und V von F^ schneiden. Der Ebenenbüschel von S erzeugt 
mit den homologen von S^ und S^ zwei Regeiflächen, welche die 
Axe des Büschels und die Hauptstrahlen ii und v mit einander 
gemein haben. Die Schnittpunkte von je drei homologen Ebenen 
der Büschel liegen deshalb in einer vierten, m und v sehneidenden 
Geraden der Regelflächen, welche der Geraden g projectiv ent- 
spricht. Also: 

„.Jeder Verbindungslinie von zwei Hauptpunkten U und V 
„der Bildebene t\ entspricht in F^ eine ihr projective Gerade, 
„«■eiche die entsprechenden beiden Haupt strahlen u und v 
„schneidet," 
Zugleich ergiebt sich : 

,, Keine drei Hauptpunkte der Ebene v] liegen in einer Ge- 
,,raden." 
Denn enthielte eine Gerade g drei Hauptpunkte, so würden die 
ihr entsprechenden Ebenenbüschel von S, Sy, Sj zu der Regel- 
schaar perspectiv liegen, welcher die zugehörigen drei Hauptstrahlen 
von F^ angehören. Die Fläche F^ würde alsdann in eine Regel- 
fläche und eine Ebene zerfallen. Eine Ausnahme erleidet der Satz, 
wenn F^ einen Doppelpunkt hat; dieser Specialfall aber wurde 
schon früher (Seite 62) ausgeschlossen. 

Wir wollen die Gerade von F^, welche der Verbindungslinie 
von irgend zwei Hauptpunkten JJ und V entspricht, mit einem 
beliebigen Punkte F von F^ durch eine Ebene verbinden. Diese 
Ebene schneidet die Fläche ^'' in einer Curve r,^ dritter Ordnung, 
welche aus der Geraden und einem durch P gehenden Kegel- 
schnitte besteht. Die Abbildung von c^ in v^ zerffillt in die Ge- 
rade W und einen Kegelschnitt, welcher alle von TJ und V ver- 
schiedenen Hauptpunkte, sowie den Bildpunkt von P enthält. Da 
P beliebig auf F^ gewählt wurde, so ist sein Bildpunkt ein be- 
liebiger Punkt von % Wir schliesseu daraus: 

,,Den Kegelschnitten, welche durch vier Hauptpunkte von t- 
„gelegt werden können, entsprechen in !■''' wiederum Kegel- 
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„schnitte; und zwar achneiden sich deren Ebenen in der 6e- 
„raden, welche der Verbindangsliiiie der übrigen beiden Hanj^it- 
„pimkte entspricht." 
Dieser Satz erleidet natürlich eine Aenderuog, wenn weiiigei- als 
sechs Hauptpunkte Torhanden sind. 

Wir wollen zunächst den besonders interessanten Fall nutei'- 
siichen, in welchem die Ebene r, sechs reelle Hauptpunkte besitzt. 
Diese sind die Eckpunkte eines vollständigen Sechsecks, welchem 
kein Kegelschnitt umschrieben werden kann. Aus dem Vorher- 
gehenden aber ergiebt sieh: 

Jedem des- sechs Eckpunkte und jeder der fünfzehn Smien 
dieses Saupt-Seckseclis von i) entspricht eine Gerade der Fläche 
F^, ebenso jedem dei^ sechs Kegelschnitte, welche durch je fünf 
Eckpunkte gelegt werden können. Die Fläche F' drittei- Ord- 
nung enthält demnach siehmimdzwanzig Gerade. 
Von den auf F^ enthaltenen Geraden können keine vier 
in einer und derselben Begelschaar zweiter Ordnung 
liegen; denn sonst würde jeder Leitstrahl der Regelaehaar vier 
Punkte mit der Fläche F^ gemein haben und folglich ganz auf 
F^ liegen, sodass die Fläche dritter Ordnung in eine Regelfläehe 
»weiter Ordnung und eine Ebene zerfallen würde. 

Die gegenseitige Lage der si eben undz wanzig Geraden läast 
sieb mit Hülfe des vollständigen Sechsecks leicht übersehen. Wir 
bezeichnen zunächst mit I, S, 3, 4, 5, 6' die sechs Hauptpunkte 
der Ebene 15, mit [>., v irgend zwei derselben, nnd mit (fj.) den 
Kegelschnitt, welcher durch die fünf von [). verschiedenen Haupt- 
punkte geht. Dann möge »^ den Hauptstrahl der Fläche F^ be- 
zeichnen, welcher dem Hauptpunkte (l entspricht, und b^ die Ge- 
rade, welche dem Kegelschnitt (p.) entspricht; ferner entspreche 
der Seite [iv des Secliseeks eine Gerade c^, oder c,^ von F^. Die 
siebenuud zwanzig Geraden sind dann bezeichnet wie folgt: 

«1 «g O3 «4 ffj Og 

öl h h K b^ h, 

"12 "^13 ^14 Ci5 Cjg 

^3 "24 <^E ^2S 



'l'heils aus dem Früheren, tbeils aus der Abbildung der sieben- 
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undzwaozig Geraden in der Ebene vi ergiebt sich nnnmelir ohne 
Weiteres : 

„Die Gerade «^ wird nur von zehn der übrigen secbsuud- 
„ zwanzig Geraden gescbnitten, nämlich von allen Geraden h. 
„ aiisgeuommen b^,, und von allen Geraden c, welche den Index 
„jj. besitzen. Ebenso wird bp von zehn der übrigen Geraden 
„geschnitten, nämlich von allen a ausser «^ und von alleu c 
„mit dem Iudex [*.. Die Gerade c^v wird geschnitten von den 
„vier Geraden a,i, ö, , i„, b-, , sowie vou denjenigen sechs Ge- 
„raden c, deren Indices von \i. und v verschieden sind." 
Die Gerade c,j z. B. wird von den Geraden a^, a^, b^, ög, C34, 
Cg5 u. s. w, geschnitten, weil ihre Abbildung 12 durch die Haupt- 
punkte 1, 2 geht und mit den Abbildungen {T), (3), 34, 35 u. s. w. 
der übrigen genannten Geraden je einen Punkt gemein hat, der 
kein Hauptpunkt ist. 

,,Jede der 27 Geraden wird also von zehn der übrigen ge- 

„schnitten und bildet mit ihnen fünf Dreiecke, sodass die 

„27 Geraden sich in 135 Punkten schneiden und 45 Dreiecke 

,,A bilden." 

Die zehn Geradeu, von welchen «j geschnitten wird, bilden z. B. 

mit «j die Dreiecke: 

a.j ög Ci^; «1 bg Cj^; a, b^ c^^; a^ b^ c^^; a, h,^ c^g; 
ebenso schneiden sich in b, die Ebenen der fünf Dreiecke: 

und die zehn Geraden, welche Cjg schneiden, bilden mit c^^ ^^^ 
Dreiecke : 

C,2 f'i b^; Cjg ßg b^•, Cjg Cg^ c,^; Cja rj;; C^g; Cj^ c^e <^45' 
Die Geradeu a und ö haben eine bemerken swerthe gegen- 
seitige Lage. Je fünf der Geraden a werden von einer der Ge- 
raden b gescbnitten, und folglich je vier der Geraden a vou zwei 
der Geraden b\ auch hat jede Fläche zweiter Ordnung, welche 
drei der Geradeu a enthält, noch ausserdem drei Gerade b mit der 
Fläche F^ drittel? Ordnung gemein. Da nun keine zwei der Ge- 
raden a m einer Ebene liegen, so folgt: 

„Keine zwei der Geraden b liegen in einer Ebene; je fünf, 
,,vier, drei, zwei, eine der Geraden b werden von einer, zwei, 
„drei, vier resp. fünf der Geraden a geschnitten, die Geraden 
„6 haben demnach dieselbe Lage zu den Geraden a, wie diese 
„zu jenen." 
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S4 Neunter Vortrag. 

Wir woUeu mit Scliläfli*) eine Gruppe von zweimal sechs 
Geraden, welche wie die Geraden a und b zu einander liegen, eine 
Doppelsechs nennen. Eine Doppelaecha: 

il^ Og «3 «4 «g flg 

öl Ö2 *3 &4 b^ bs 
ist also dadurch gekennzeichnet, dass eine beliebige unter ihren 
zwölf Geraden nur diejenigen fünf anderen schneidet, welche mit 
ihr weder in derselben Horizontal- noch in derselben Vertical- 
Spalte stehen. Wir unterscheiden zwei Hälften an dev Doppel- 
sechs; in der vorliegenden wird die eine Hälfte von den Geraden 
«, die andere von den Geraden h gebildet. 

Wir können leicht zeigen, dass die 27 Geraden der Fläche 
dritter Ordnung nicht weniger als 36 Doppelsechse mit einander 
bilden. Vorher beweisen wir den Satz: 

,,Die Gerade &^ wird nur von den Geraden c geschnitten, 
„welche den Index jj. haben. Zwei Gerade c mit einem ge- 
„ mein schaftlichen Index jx können nicht in einer Ebene liegen." 
Würde etwa 6j von c^^ geschnitten, so würden die vier Strahlen 
Cb3i "41 (^5^ "b der Regelsehaar angehören, von welcher b^, ö^i ^3 
drei Leit-strahlen sind; was unmöglich ist (Seite 82). Und wenn z. B. 
C12 mit c^j in einer Ebene läge, so miisste diese Ebene auch die Ge- 
raden C45, c^e, Cjg enthalten, weil dieselben Cj^ und Cjg in ver- 
schiedenen Punkten sehneiden; die Fläche F^ dritter Ordnung 
hätte somit fünf Gerade mit der Ebene gemein, was ebenfalls un- 
möglich ist. 

Ausser der oben angegebenen Doppelsecbs enthält die cu- 
bisehe Fläche u. A, die beiden folgenden r 

12 IS 11 15 b b ^iji3 aS 81 lä 4 o (, 
^82 f^ßS ^Si '^65 "1 ''1 ^1 ^3 ^S Cjg Cgj C4J. 

Die Geraden c,a, c^, q^, Cjg der ersteren Doppelsechs bilden 
sich in der Ebene •<[ ab als vier Gerade, welche den Hauptpunkt 
1 mit vier anderen Hauptpunkten 5, 5, 4, 5 verbinden; und da 
wir jeden Hauptpunkt mit einem anderen vertauschen können, so 
erhalten wir nach Analogie dieser ersteren im Ganzen 15 Doppel- 
sechse. Die Geraden c^^, Cgg, Cg^ der letzteren Doppelseehs ent- 
sprechen den Seiten des Dreiecks 12S von vj; die sechs Haupt- 
punkte bilden mit einander zwanzig Dreiecke, also lassen sich 

♦j Schläfli, Quarterly .louriia] of Malhematics, vol. U, 1858, und Pliiloa. 
Transfictions 186S. 
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üiclit weniger als zwanzig Doppelsechse nach dem zweiten Schema 
zusammensetzen. 

„Die 27 Geraden der cubischen Fläche bilden sonach l -f- 
,,16 +20 = 36 Doppelsechse, und jede der Geraden kommt in 
,,16 dieser Doppelsechse vor." 
Ana der Betraehfcnug des Sechsecks von v), welches zusammen mit 
den sechs Kegelschnitten ((j.) die Ahbildnng der 27 Geraden dar- 
stellt, ergiebt sieh ausserdem sofort: 

„Je vier Gerade der Fläche f, V{)n denen keine zwei sich 
,, schneiden, bestimmen eine Doppelseclis, zu deren einen Hälfte 
„die vier Geraden gehören." 

Die Fläche dritter Ordnung kann keine 28ate Gerade 
g enthalten. Denn nehmen wir eine solche Gerade an, so sehnei- 
det sie jedenfalls keine drei der Hanptatrahlen a, weil diese 
schon von drei der Strahlen h geschnitten werden und weil 
keine vier Gerade der Fläche in einer Regelaehaar liegen kön- 
nen. Ferner wird die Gerade g in der Ebene vj entweder dnrch 
eine Gerade oder dureli einen Kegelschnitt abgebildet; denn die 
Ebenen des Bündels 5, welche mit den homologen Ebenen von S, 
je einen Ptmkt der Geraden g geraein haben, bilden (Seite 54) 
einen Ebeuenbüschel ei'ster oder zweiter Ordnung, Daraus folgt, 
dass die Ahbildnng jedes Kegelschnitts von F*, welcher mit ij 
in einer Ebene liegt, entweder ein Kegelschnitt oder eine Ge- 
rade sein muss, «nd dnreh mindestens vier Hauptpunkte von f\ 
geht. Die Abbildung kann keine Gerade sein, weil eine solche 
höchstens zwei Hauptpunkte enthalt, auch kann sie keiner von 
den sechs Kegelschnitten (|j,) sein, weil diesen die sechs Geraden 
h entsprechen ; wäre sie aber ein Kegelschnitt, der nur vier Haupt- 
punkte enthielte, so miT-ste j mit einer der Geraden c identisch 
sein, weil ihre Abbildung mit der Verbindungslinie der beiden 
letzten Hauptpunkte zusammenfiele. Die Annahme einer 28sten 
Geraden g ist deshalb unhaltbai Wir können dieses Ergebniss 
auch wie folgt aussprechen 

„ Die Ebenen aller Kegelschnitte der cubischen Fläche gehen 
„durch je eine der 27 Geraden der Fläche." 
Jede dieser Ebenen berührt die Fläche doppelt, and zwar in den 
Schnittpunkten der Geraden und des Kegelschnittes, welche sie 
mit der Fläche gemein hat. Die Ebenen der 45 Dreiecke A be- 
rühren die Fläche dreifach, und zwar in den Eckpunkten von je 
einem der Dreiecke. 
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Eiue beliebige auf F'^ enthaltene Uoppelseclis werde bezeich- 
net äureli: 

(^j (/ä dg d^ d^ d^ 
^1 ^s ^3 ^1 ^5 ^ei 
dann liisst sich der Satz beweisen: 

„Durch fünf Strahlen d^, d^, rf,, d^, d^, welche der einen 
„Hälfte einer Doppelsechs angehören, sind die 27 Geraden der 
„cubischeu Fläche und diese selbst völlig bestimmt." 
Von der Geraden e^ werden die fdnf Strahlen rf, und von den 
übrigen Geraden e werden je vier derselben geschnitten. Die Ge- 
raden e sind daher construirbar (I. Ahth. Seite 172), und mit ihrer 
Hülfe finden wir die Gerade dg, welche die ersten fünf Geraden 
e schneidet. Ferner schneiden sich die beiden Ebenen dfi.e-, und 
d;e/i in einer der übrigen fünfzehn Geraden der Fläche f ; denn 
ihre Schnittlinie ffi-, hat mit der Fläche vier, auf resp. dp, d-,, 
Bf,, ßv liegende Punkte gemein und ist deshalb ganz auf der Fläche 
enthalten. Sobald auf diese Weise die 27 Geraden gefunden sind, 
kann jede ebene Schnittlinie der cubischeu Fläche mittelst der 
Punkte construirt werden, in welchen ihre Ebene den 27 Gei-aden 



IJm eine Doppelsechs im Raum zu conatruireu, können wir, 
wie gleichzeitig sich ergiebt, einen Strahl e^ der einen Hälfte will- 
kürlich annehmen und diesen dnrch fünf beliebige Strahlen f/^, 
d^, dg, d^, rfg, welche der anderen Hälfte angehören sollen, schnei- 
den. Nur dürfen von den fünf Strahlen d keine zwei in einer 
Ebene und keine vier in einer Regelschaai' liegen. 

Durch die vier Strahlen rfj, rfg, dg, d^ und drei beliebige 
Punkte S, S^, S^ dea Raumes kann nur eine cubische Fläche ge- 
legt werden; diese wird erzeugt durch die drei Strahlenbündel 
S, S^, Sj, wenn sie coUinear so auf einander bezogen werden, 
dass in d^, d^, dg, d^ je drei homologe Ebenen sich schneiden. 
Gingen nämlich durch dj, d.^^, dg, d^, S, S^, Sg zwei cubische 
Flächen, so niüssten sie auch die Geraden e^ und ßg enthalten, 
weil diese je vier, auf d^, d^, dg, d^ gelegene Punkte mit den 
Flächen gemein haben. Von der Ebene SS^S^ würden ferner 
die Flächen in einer und derselben Gurve c^ dritter Ordnung ge- 
schnitten; denn die sechs avif d^, d^, dg, d^, e^, e^ gelegenen 
Schnittpunkte können mit den drei beliebig gegebenen Punkten 
S, S^, S^ nur durch eine einzige Curve c^ dritter Ordnung ver- 
bunden werden. Eine beliebige neue Ebene endlieh, welche mit 
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c^ irgend dvei Punkte Ä, B, C gemein hat, müsste die beiden 
cubisehen Flächen ebenfalls in einer und derselben Gurve cf drit- 
ter Ordnung schneiden, welche die Punkte A, £, C mit sechs anf 
c^i, d^, dg, (^4, %, (?6 gelegeneu Punkten ¥erbindet. Denn wenn 
durch diese neun Punkte mehr als eine Curve dritter Ordnung 
ginge, so müssten die letzteren sechs Punkte auf einem Kegelschnitt 
liegen, weil A, B und C auf einer Geraden enthalten sind; dieses 
ist aber unmöghch, da i^^, d^, d^, d^ nicht derselben Regelschaar 
angehören. Die beiden cubisehen Flächen würden folglich unend- 
lich viele ebene Sehnittcurven mit einander gemein haben, was 
nur möglich ist, wenn sie zusammenfallen. 

Wählen wir nun die drei Punkte S, S^, S^ beliebig auf der 
ursprünglich gegebenen cubisehen Fläche 7''^, so fällt jene durch 
d^, d^, dß, d^ und .S', S^, Äg gelegte Fläche dritter Ordnung mit 
F^ zusammen. Die vier Strahlen d^, d^, d^, d^ werden zu Haupt- 
strahlen der Fläche, und folglich auch d^ und dg, weil die sechs 
Hauptstrahlen die eine Hälfte einer Doppelsechs ausmachen und 
weil jede Doppelsechs der Fläche durch vier Strahlen ihrer einen 
Hälfte völlig bestimmt ist. Daraus folgt: 

„Die cubische Fläche F^ kann auf 72 verschiedene Arten 
„durch drei eollineare Strahienhündel S, S^, S^ erzeugt werden, 
„deren Mittelpunkte beliebig auf F^ anzunehmen sind. Man 
„kann nämlich die Bündel so auf einander beziehen, dass in 
,, jeder der sechs Geraden d^, d^, d.^, d^, d^, dg, welche von 
„einer der 3C Doppelsechse eine Hälfte bilden, je drei homologe 
„Ebenen der Bündel sich schneiden, und erhält dadurch eine 
,,der 72 Erzeugungsarten ; den Strahlen d wird hierdurch die 
„Rolle der sechs Hauptstrahlen zugetheilt. Es giebt demnach 
,,72 Netze von cubisehen Raumcurven auf der Fläche, oder 
„36 Paare conjugirter Curvennetze. Zwei Netze, welche von 
,,den beiden Hälften einer Doppelsechs herrühren, haben die- 
„selben gegenseitigen Beziehungen, wie das früher betrachtete 
„erste und zweite Curvennetz." 

Wählen wir unter den 45 Dreiecken <-\ welche von den 27 
Geraden der cubisehen Fläche F^ gebildet werden, zwei, die keine 
Seite gemein haben, so schneiden sich deren Ebenen in einet Ge- 
raden, und da diese höchstens drei Punkte mit F^ gemein hat, 
so treffen sich die Seiten beider Dreiecke paarweise auf ihr in 
drei Funkten. Die drei Verbindungsehen en dieser Seitenpaare 
bilden ein Dreikant T^ (ein Steiner'sches Trieder) und schneiden 
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die Fläche F^ ic drei neuen Geraden, welehe aus dem eben ge- 
nannten Grunde gleichfalls in einer Ebene liegeu und ein neues 
Dreieck ^-*- bilden. Und die Ebene des letzteren bildet mit den 
Ebenen der beiden zuerst angenommenen Dreiecke A ein zwei- 
tes Dreikant T, welches „dem ersteren T^ conjugirt" genannt 
wird. Jedes der beiden eonjugirten Dreikante wird von 
den Ebenen des anderen in drei Dreiecken A geschnitten. 
Wir können beispielsweise drei paar conjugirte Dreikante durch 
folgende Gruppen von je neun Geraden darstellen: 



Drei Gerade einer jeden Gruppe liegen in einer Ebene, wenn sie 
entweder in derselben Horizontal- oder in derselben Vertical- Spalte 
stehen. Die drei Vertical-Sp alten stellen also die Ebenen des einen 
Dreikantes T und die Horizontal- Spalten die Ebenen des conjugir- 
ten Dreikantes T^ dar. Die vorliegenden drei paar conjugirten 
Trieder enthalten zusammen alle 27 Geraden der cubischen Fläche. 
„Jedes Dreieck A kommt in 16 verschiedeneu Triedern vor, 
„so dass 16 Triedersch eitel in seine Ebene fallen." 
Das Dreieck hat nämlich mit 12 von den übrigen 44 Dreiecken 
je eine Seite gemein, weil durch jede der 27 Geraden fünf Drei- 
eck-Ebenen gehen. Es bleiben also 32 Dreiecke übrig, von denen 
jedes mit dem gegebenen ein Trieder bestimmt. Weil aber auch 
die dritte Triederebeue eines der 32 Dreiecke enthält, so kommt 
das gegebene Dreieck nicht in 32, sondern nur in 16 verschie- 
denen Triedern vor. Daraus folgt: 

„Die Ebenen der 45 Dreiecke A bilden im Ganzen 16-15 = 240 
,, solche Dreikante oder 120 Paare conjugirter Dreikante T und 
„Tj, Diese Paare ordnen sich zu drei und drei iu 40 Grup- 
,,pen, von denen jede Gruppe alle 27 Geraden der Fläche cut- 
„hält." 
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Zehnter Vortrag. 

Die zweite Steiner'sche Erzeugung der cubischen 
Fläche. Die Regelfläche dritter Ordnung. 

Die Existeüz der 27 Geraden einer cubisclieii Fläclie haben 
wir untei: der Voraussetzung bewiesen, dass die Ebene v], auf wel- 
cher die cübisclie Fläche abgebildet wurde, uicht weniger als sechs 
reelle Hauptpunkte besitze. Wir wollen jetzt diese Voraussetzung 
fallen lassen, and unter der Annahme, dass mindestens eine Ge- 
rade g auf der Fläche vorkomme, weitere Eigenschaften der cu- 
bischen Fläche ableiten. 

Die Ebenen des Büschels g schneiden die Fläche F^ im All- 
gemeinen nicht nur in g, sondern ausserdem in Kegelschnitten, 
von denen irgend zwei mit a^ und ß^ bezeichnet werden mögen. 
M'ählen wir nun auf F^ vier Punkte 0, P, Q, E, die ausser- 
halb g, K^ und ß^ und nicht in einer Ebene liegen, so können 
wir sie mit a^ durch eine Fläche zweiter Ordnung verbinden ; denn 
0, P, Q, M können mit irgend fünf Punkten von a^ durch eine 
Fläche zweiter Ordnung verbunden werden (Seite 24), welche 
dann alle Punkte des Kegelschnittes a^ enthalten muss. Diese 
Fläche zweiter Ordnung wird von derjenigen, welche die Punkte 
0, P, Q, B mit ß^ verbindet, in einer Raumcurve Jc^ vierter Ord- 
nung geschnitten, und letztere geht durch 0, P, Q nnd B. Sei 
nun N der dritte gemeinschaftliehe Punkt der Fläche F'^ nnd der 
Geraden OP; dann können wir den Büschel der Flachen zweiter 
Ordnung, welche in der Raumcurve /c* sich schneiden, projectiv 
so auf den Ebenenbüschel g beziehen, dass den drei durch a-, 
(ä^ iVgehenden Ebenen von g die drei durch resp. a*, ß^ N gehen- 
den Flächen des i-'^-Büsehels entsprechen. Die beiden Büschel 
erzeugen eine Fläche F^, welche durch k*' geht und mit F^ die 
Gerade g, die Kegelschnitt« a.^ und ß^ sowie die Punkte N, 0, 
P, Q^ B gemein hat. Wir können leicht zeigen, dass die Flächen 
F" nnd Fj identisch sind. 

Zunächst ergiebt sich ans der Erzeugungsart der Fläche Ff. 
dass diese von jeder Ebene in einer Curve dritter Ordmiug ge- 
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sclinitteii wird (Seite 71). Die Ebene NOPQ schneidet nuu die 
Flächeu F^ und F^ in zwei Curven dritter Ordnung, welche ansser 
den Punkten N, 0, P, Q noch fünf Punkte gemein haben, näm- 
lich je zwei Punkte von a^, ß^*) und einen Punkt von <}; und 
da 0, P, Q ganz beliebig auf der Fläche F^ gewählt wurden, ao 
müssen jene beiden Curven c^ dritter Ordnung Kusammenfallen. 
Ebenso hat die Ebene NOPB eine und dieselbe Cnrve cl dritter 
Ordnung mit den Flächen F^ und Ff gemein. Nehmen wir nun 
eine dritte Ebene beliebig au, welche mit c^ und cf je drei und 
mit a." und ß^ je zwei Punkte gemein hat, so schneidet auch diese 
die Flächen F'' und Ff in einer und derselben Cnrve dritter Ord- 
nung, von welcher eilf Punkte bereits bekannt sind. Hieraus aber 
folgt die Identität der Flächen F^ und F^, und zugleich der Satz: 
,,Wird durch irgend einen' Kegelschnitt a^ der cubischen Fläche 
„F^ eine beliebige Fläche zweiter Ordnung gelegt, so wird F^ 
,,Ton die.«er im Allgemeinen noch iii einer Raumcurve Ä* vier- 
„ter Ordnung geschnitten, durch welche ein J*'^-Büschel geht, 
„Von den Flächen dieses Büschels wird F^ in k* und in Kegel- 
,, schnitten getroffen, deren Ebenen durch eine Gerade g der 
,, Fläche F^ gehen. Der i''^-Büschel ist durch diese Kegel- 
., schnitte projectiv auf den Ebenenbüschel <j bezogen, so dass 
,, beide mit einander die cubische Fläche erzeugen. Vier belie- 
„bige Punkte 0, P, Q, £ der Fläche F^, welche nicht in einer 
,, Ebene liegen, können so oft durch eine auf F'^ liegende ßaum- 
i,curve Ä* vierter Ordnung erster Art verbunden werden, als 
,, Gerade auf der Flache F^ vorkommen." 
Wenn in dem J*^- Büschel irgend eine Fläche vorkommt, die mit 
der entsprechenden Ebene des Büsehels (/ keinen reellen Punkt 
gemein hat, so enthält die cubische Fläche keine zu */ windschiefe 
reelle Gerade. Diese Bemerkung kann zum Ausgangspunkte einer 
Untersuchung dei'jenigeu cubischen Flächen gemacht werden, welche 
weniger als 27 reelle Gerade enthalten. 

Die Erzeugung der cubischen Fläche F^ dnrch einen F^- 
Büschel und einen Ebenenbüschel heisst die zweite Steiner'sche 
und wurde von uns bereits frtthei' (Seite 33) besprochen; wir 
sehliessen aus den damals bewiesenen Sätzen: 

„Die Kegelschnitte von F^, deren Ebenen durch eine Gerade 



*) Die Kegebohnitte v? und p* können offenbar immer so auf F' gewählt 
werden, dass sie mit der Ebene OPQ je zwei reelle Punkte gemein haben. 
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„g der Fläche gehen, schneiden diese Gerade in einer Punkt- 
„involntioB." 
Die Ebene eines solchen Kegelschnittes berlihi't die Fläche F^ in 
den beiden conjugirteu Punkten, welche der Kegelschnitt mit der 
Geraden <y gemein hat; sie ist eine doppelt berührende Ebene der 
Fläche. Wenn der Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt, die mit 
g ein Dreieck _. bilden, so ist seine Ebene eine dreifach berüh- 
rende; die cubische Fläche besitzt also höchstens 45 dreifach be- 
rührende Ebenen. 

Seien ^, ^j, ij^ die Seiten eines auf .F' liegenden Dreiecks l\ 
und a, «j, «2 irgend drei Kegelschnitte von F^, dereu Ebenen 
durch vesp. g, ffi, g^ gehen und so gewählt sind, dass die drei 
Kegelschnitte paarweise mit einander zwei Punkte gemein haben. 
Verbinden wir dann a. mit irgend vier Punkten 0, P, Q, B, von 
denen drei auf a^ und einer auf Oj liegt, durch eine Fläche zwei- 
ter Ordnung, so geht diese auch durch Kj, weil sie fünf Punkte 
mit «1 gemein hat, und aus demselben Grunde durch a.^. Die 
Baumcurve ä:* vierter Ordnung, von der vorhin die Rede war, zer- 
fällt .also bei dieser Wahl der Punkte 0, P, Q, Ü in die beiden 
Kegelschnitte «j und a^, und jeder Kegelschnitt ß der Fläche F^, 
welcher mit rj in einer Ebene liegt, kann mit a^ und a^ durch 
eine Fläche aweiter Ordnung verbunden werden. Ebenso aber 
kann jeder Kegelschnitt ßi von F^, dessen Ebene durch g^ geht, 
mit ß und a^ durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden wer- 
den; oder: 

„Drei beliebige Kegelschnitte von F^, dereu Ebenen durch 
„die resp. Seiten eines auf F* liegenden Dreiecks -'\ gehen, 
,, können stets durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden 
,, werden." 
Sehr leicht ist folgende TJmkehrung dieses Satzes zu beweisen: 
,,Hat eine Fläche zweiter Ordnung mit der cubischen Fläche 
,,Pä (Jrei Kegelschnitte gemein, so gehen deren Ebenen alle- 
„mal durch die drei Seiten eines Dreiecks A von F^." 

Zu jedem Dreieck A kann ein ganzes System solcher Flächen 
zweiter Ordnung constrnirt werden, und diese Flächen schneiden 
jede Dreieekseite in einer Punktinvolation , in welcher auch die 
beiden, auf der Seite liegenden Eckpunkte einander zugeordnet 
sind. Durch eine beliebige der Flächen zweiter Ordnung ist nun 
entweder ein oder kein Eckpunkt des Dreiecks von den beiden 
anderen getrennt. Daraus folgt: 
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„Entweder gehen durch eine oder durch jede Seite des Drei- 
„ecks ■^-. zwei Ebeueu, welche mit F^ zwei die Seite berührende 
„ Kegel schuitte gemein haben." 
Diese drei paar Kegelschnitte liegen im letzteren Falle au dreien 
auf vier die Ebene von A t-jvngireuden Kegeln zweiter Ordnung, 
und ihre sechs Berühr an gspunkte sind folglich die Eckpunkte eines 
Vierseits, dessen Diagonalen das Dreieck A bilden. Verbindet man 
nämlicli zwei der sechs Kegelschnitte mit der durch ihre Berüh- 
rungspnnkte gehenden Geraden durch eine Fläche zweiter Oj^d- 
nnng, so berührt diese die Ebene von l.\ in der Geraden, ist also 
ein Kegel, welcher noch einen der übrigen vier Kegelschnitte 
enthält. 

Eine Kegelfläehe zweiter Ordnung, welche mit F^ zwei wind- 
schiefe Gerade a, b gemein hat, schneidet die cubische Fläche ausser- 
dem in einer Raumcurve vierter Ordnung , .zweiter Art". Diese Curve 
unterscheidet sich von denen erster Art, durch welche Büschel von 
Flächen zweiter Ordnung gehen, namentlich dadurch, dass durch 
sie nur eine einzige Pläche zweiter Ordnung geht und dass sie 
mit den Strahlen der einen, durch a und b gehenden Regelschaar 
dieser Fläche .je drei, mit den Strahlen der anderen Regelachaar 
aber nur je einen Punkt gemein hat. Wenn zwei Ebenenbüsciiel 
erster Ordnung auf einen Ebeuenbüschel zweiter Ordnung projec- 
tiv bezogen sind, so erzeugen sie mit ihm im Allgemeinen eine 
Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art. 

Ausser der aligemeinen cubischen Fläche, auf deren Unter- 
suchung wir uns bisher beschränkt haben, giebt es specielle mit 
ein, zwei, drei oder vier Doppelpunkten (Seite 62), ausserdem ge- 
radlinige cubische Flächen. Auf die cubische Fläche mit einem 
Doppelpunkte kommen wir im Anhange zurück. 

,,Eine geradlinige Fläche F^ dritter Ordnung wird u. A. er- 
„zeugt durch drei collineare Bündel S, S',, Sj, von welchen in 
„jedem Punkte einer Geraden d sich homologe Strahlen schneiden, 
,,und zwar ist il die Doppelpunktsgerade von F^." 
Nämlich die eiibischen Baumcurven l^ des ersten Curvennetzes von 
F^, welche durch homologe Ebenenbüschel der drei Bündel er- 
zeugt werden, zerfallen in d und je zwei mit d ineidente Gerade 
der Fläche, und diese beiden Geraden schneiden sich auf rf, wenn 
die Axen der drei homologen Ebenenbüsehel durch einen Punkt 
von d gehen. 

Die drei mllinearen Bünde! S, S^, S^ bestimmen ein Bündel- 
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Detz S^' , dessen Ordmiugsfläche die cubische KegelÜäche F^ ist; 
sie können mit drei beliebigen Bündeln dieses Netzes vertauscht 
werden. Die Bündel S, S^ haben die Ebene 9 entsprechend ge- 
mein, welche den Strahl SS, Ton S mit dem entsprechenden 
Strahle von S^ verbindet; denn diese Ebene enthält noch zwei 
homologe, den Schnittpunkt A von tp nud d projicirende Strahlen 
der Bändel. Die Ordnungscarve der Biindelreihe (SSi) zerfällt 
in d und einen Kegelschnitt Ji^ ; letzterer wird erzengt durch die 
in 9 liegenden homologen Strahlenbiiachel von S iind Sy, schneidet 
also d im Punkte A. Die Ebene 9 wird von der entsprechenden 
Ebene des Bündels Sg in einer durch A gehenden Geraden der 
Iläehe F^ geschnitten und hat mit F^ ausserdem den Kegel- 
schnitt k^ gemein. Den beiden zu h^ perspectiven Strahlenbu- 
scheln von S nnd S^ entspricht in S^ ein zu k^ projectiver Strahlen- 
büschel; dieser aber erzeugt mit k^ einen Ebenenbüsebel E" zv^eiter 
Ordnung, weil sein Strahl S^Ä durch den ihm entsprechenden 
Punkt A von k^ geht (I. Abth. Seite 133). Die Ebenen dieses 
Büschels E^ nun schneiden die homologen Ebenen der Bündel .S 
und Sy in je einem Strahle von F^, welcher einen Punkt von ä:^ 
mit einem Punkte von d verbindet; denn drei homologe Ebenen 
der drei Bündel haben allemal einen Punkt der Geraden d gemein. 
Die cubisehe Regelfläche F^ wird hiemach auch erzeugt durch 
die beiden zu k^ perspectiven Ebeuenbiischel E^ zweiter und d 
erster Ordn^mg und ist die schon friiher {I. Abth. Seite 210} unter- 
suchte; auch hieraus folgt, dass d ihre Doppelpunktsgerade ist. 
Zugleich ergiebt sich (vgl. Seite 58): 

„Die cubisehe Regelfläche F* ist die Ordnungsfläche von zwei 
,, sich stützenden Bündelnetzen |Sä| und IPaj. Die cc'' collinearen 
„Bündel von lÄ^j senden homologe Strahlen nach jedem Punkte 
„der Geraden d; ihre homologen Ebenen schneiden sich in je 
„einem Punkte von d und bilden die :<;'* Bündel von [Pg|. 
,,Dio cubisehe Regelschaar der Fläche F^ wird aus den Pnukten 
,, ihrer Doppelpirnktsgeraden d durch einen Ebenenbüschel c^ erster 
,, Ordnung und aus ihren übrigen Punkten durch <y^^ projective 
,,Ebenenbnschel zweiter Ordnung projicirt; letztere entsprechen 
„einander in den cc^ Bündeln von |Sg|, sind zu dem Büschel d 
„projectiv und erzeugen mit ihm die cubisehe Regelschaar und 
,, deren Ort F^. Jeder Strahl s dieser Schaar ist die Axe eines 
,, ausgearteten Bündels von [jP^I, und das Gleiche gilt von d, 
„weil die oc^ Bündel von jS'gl durch s und d homologe Ebenen 
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,, senden. Den beliebigen Stralil s voa F" haben die oo' Bündel 
,, einer specielleu Bündelreihe von |>Sg| entsprechend gemein; die 
„ Ordnungscurve dieser Reihe zerfällt in s, d und einen einfachen 
„Leitstrahl u der cubischeu Regelschaar," 

„Die oc^ collinearen Bündel des Netzes \F^] haben die Ge- 
„rade d entsprechend gemein, und d ist die Axe einer Reihe 
„ausgearteter Bündel von ISgl-" 
Denn die Mittelpunkte der Bündel von \P^\ liegen auf d, und die 
Bündel einer beliebigen Reihe \P^\ von l^^^l haben diese Gerade 
■entsprechend gemein, weil die Ordnungscurve von IP^I in d und 
zwei mit d ineidente Gerade zerfällt (Seite 92), Die Bündel einer 
singulären Reihe von | S^ | arten aus in Ebeneubüsehel mit der 
Axe rf, weil die =c^ Bündel von \1W durch ihre homologen 
Ebenen die Bündel von \S^\ erzeugen und weil sie unendlich viele 
Bündel homologer Ebenen durch d schicken. 

Werden die Bündelnetze \S^\ und jP^j vertauscht, so ergiel>t 
sich Folgendes: 

„Eine cubisehe Regelfläche F^ mit der Doppelpmiktsgeraden 1/ 
„wird auch erzeugt durch drei collineare Bündel S, Sj, S^, 
„welche den Strahl d entsprechend gemein haben. Sie ist 
„wiederum die Ordnungsfläche von zwei sieh stützenden Bündel- 
„netzen \S^\ und iPg|; doch haben nunmehr die oc^ collinearen 
,, Bündel von |Sä| den Strahl d entsprechend gemein, während 
„die oc^ Bündel von |Pg| nach jedem Punkte you d homologe 
„Strahlen schicken. Die cubischen Ordnnngscnrven von \S^\ 
,, zerfallen in d und je zwei mit d ineidente Strahlen von F'^; 
,, diejenigen von \P^\ zerfallen in d und je einen Kegelschnitt. 
„Die Doppelpunktsgerade d sowie jeder Strahl der cubischen 
„Regelschaar auf P" ist die Axe eines ausgeai-teten Bündels 
„von jiSgl. Das Netz {S^l besteht aus oc^ Reihen conceniriseher 
„collinearer Bündel, deren Ordnungscurven in d und je zwei 
„Strahlen von F^ zerfallen, und deren Bündel ausser d je 
„ein solches Strahlenpaar entsprechend gemein haben. Die 
,, Ebenen dieser Strahlenpaare gehen durch eine Gerade u von 
,,P^, nämlich durch die einfache Leitlinie der cubischen Regel- 
,,schaar (s. oben, vgl. L Abth. Seite 209); sie entsprechen ein- 
„ ander in den Bündeln von |Sg | und bilden demnach einen aus- 
„gearteten Bündel von |Pä|." 

Eine beliebige Ebene der einfachen Leitlinie u schneidet die 
Fläche F^ in u und zwei Strahlen , die durch einen Punkt von d 
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gehen; sie berührt die Fläche iu den Schnittpunkten von n mit 
diesen beiden Strahlen, also doppelt. Aus einem beliebigen Paukte 
P von F^ wird die cnbische Begelschaar der Fläche durch einen 
Ebeuenbüechel E^ zweiter Orduung projicirt (Seite 93), von welchem 
eine Ebene durch u geht; denn anch die Ebene Pu projicirt einen 
Strahl der Schaar, weil sie die Fläche iu zwei Strahlen der Schaar 
schneidet. Die Doppelpunktsgerade (/ liegt nur iu dem besondereu 
Falle, wenn tt mit d sieh vereinigt (I. Abth, Seite 211), in einer 
Ebene von E^. Die Ebenen des Büschels E^ schneiden sich paar- 
weise in je einem Punkte von d nnd werden dadurch i. A. invo- 
lutorisch gepaart; zugleich aber werden die entsprechenden Ebenen 
des Büschels d, welcher mit E^ die Regelsehaar er^eiigt (Seite 93), 
iuyolntorisch gepaart. Kurz: 

„Die Strahlen paare, welche die cubische ßegelfläche mit ihren 
„doppell berührenden, durch u gehenden Ebenen gemein hat, 
„und welche in je einem Punkte der Doppelpunktsgeraden </ 
„sich schneiden, werden aus d durch die Ebenenpaare einer 
„Involution projicirt, falls nicht die einfache Leitlinie u mit d 
„zusammenfällt. Hat diese Involution zwei reelle Doppelebenen, 
„so giebt es auf der Fläche F^ zwei paar zusammenfallende 
„Strahlen. Diese Strahlen trennen auf d die eigentlichen üop- 
„pelpunkte von den un eigentlichen isolirten (I. Abth. Seite 211) 
„nnd liegen mit u in zwei sogenannten Cuspidal- Ebenen, welche 
,,die cobisehe Fläche längs je eines ausgezeichnetne Strahles 
„berühren." 

Drei concentrische c ollin eare Bündel erzeugen i. A. einen 
Kegel dritter Ordnung (Seite 67) und bestimmen ein Netz von 
ac^ concentrischen collinearen Bündeln, welches den Kegel zur 
Ordnungsfläche hat. Die Ordnungscurven der "x;^ Büudelreihen 
dieses Netzes zerfallen in je drei Strahlen des cubischen Kegels. 
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Eilfter Vortrag. 

Poiarentheorie der cubisclien Fläche, 



Die Polareatlieoriö der algebraischen Carven und Flächen von 
höherer als der zweiten Ordnung verdanken wir der analytischen 
Geometrie. Sie lehrt u, Ä., dass die Beröhmngspnnkte aller Tan- 
genten, welche an eine ebene Cnrve oder Fläche wter Ordnung ans 
einem beliebigen Punkte P der Ebene oder des Raumes gezogen 
werden können, auf einer Curve resp. Fläche {n — l)ter Ordnung 
liegen, der sogenannten ersten Polare von P. Viel später erst ist 
es gelungen, die Polarentheorie zunächst der eubischen Cnrveu und 
Flächen rein geometrisch zu begründen; xioch haben schon seit 
mehr als dreissig Jahren die Methoden der synthetischen Geometrie 
auch in dieser wichtigen Theorie fruchtbare Anwendung gefunden, 
vor Allem durch Steiner, Cremona und Sturm.*} 

Wir definirten (Seite 64) die erste oder quadratische Polare 
S^ eines Punktes S der eubischen Fläche F^ als den Ort der 
Punkte, welche zu S conjugirt sind bezüglich der auf F^ liegen- 
den eubischen Raumcurven des ersten und des zweiten Netzes, 
und bewiesen von ihr Folgendes: 

,,Die Polare S^ eines Punktes S von F^ ist eine Fläche zwei- 
.,tei' Ordnung; sie berührt die cubisehe Fläche F^ in S und 
,,geht durch deren Hanpttangenten am Punkte S; sie enthält 
„alle Punkte, welche durch F^ harmonisch getrennt sind von 
,,S, sowie die Berührungspunkte aller durch S gehenden Tau- 
„genten von F^. Sind iü^, S^ die ersten Polaren von zwei 
„beliebigen Punkten -ß, S der eubischen Fläche, so hat P in 
,, Bezug auf S^ dieselbe Polarebene wie S in Bezug auf 7?^." 

*J Steiner, über die Flächen dritter Ordnung (Crelle's JournELl53i Gea. 
Werke 11 S. 649); Cremona, Memoire sur les Surfacea de troieifeme ordre 
(Crelle's Journal 68); E. Starin, Synthet. Untersuchungen über Flächen drit- 
ter Ordnung, Lpz. 1867. 
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Auf diese Sätze und die analogen über ebene Curven dritter 
Ordnung gründen Milinowski*) und Sturm**) rein geometrisch 
die Polarentheorie der ciibischen Cnrven und Flächen in folgender 

Seien A, B, C drei iü einer Geraden g Hegende Punkte der 
ciibischen Fläche F^ und A"^ , B^, G^ ihre ersten Polaren. Die 
Schnittlinie von A^ und B^ hat mit jeder durch g gelegten Ebene 
mindestens zwei reelle Punkte gemein, weil A^ und B^ von g in 
zwei sich gegenseitig trennenden Punktepaaren geschnitten werden. 
Ist P ein Funkt der Schnitteurve von A^ und B^, so hat F^ 
mit den Geraden PA^ PB und PC noch drei paar Punkte ge- 
mein, die auf einem Kegelschnitte h^ liegen (Seite 77). Als Punkt 
von A^ und B^ ist P durch zwei dieser Punktepaare von A und 
B harmonisch getrennt; also ist ABC = (j die Polare von P be- 
züglich h^ und /"* ist auch von G harmonisch getrennt durch das 
auf PC liegende dritte Punktepaar von k^ und F". Folglich geht 
die Polare (7^ von C durch jeden gemeinschaftlichen Punkt P von 
A^ und -B^, und die drei Flächen A.^ , B^, C^ gehören zu 
einem F^ -Büschel.***) 

Um nun zu der ersten Polare eines der Fläche F^ nicht An- 
gehörigen Punktes zu gelangen, beziehen wir diesen ii^ -Büschel 
projeetiv auf die Punktreihe g, sodass den Punkten A, B, G 
von g die resp. Flächen A^, B^, C^, des Büschels entsprechen. 
Einem beliebigen Punkte D von g entspricht dann eine Fläche 
D^ des Büschels. Es seien nun a, ß, 7, h die Polarebenen von 
ji in Bezug auf J.^, B^, C^, D^, und a, ß', y', S' diejenigen von 
resp. A, B, C, D in Bezug auf A^ \ dann ist: 

a.<^-ih7^, A.^ B^ G^ D^ j:: ABCD und aß'fS' 77 ^ßC7>, 
also auch aßf § 7\ »ß^'^'- Nun sind aber nach einem der vor- 

*) ZeitBclirift f. Math. u. Pbjs. XXI, S. 436. 
**) Crelle'a Journal 88, S. 225. 
***) Dieser Beweis bedarf einer etwas müheamen Ergänzung für den 
Fall, dass W oder das eine oder anders jener drei Piinktepaare imaginär 
ist. Ich füge deshalb folgenden neuen Beweis hei. Jeder Pacbt S von F^ 
hat in Beaug auf A^, B\ C drei durch eine Gerade gehende Polarebenen, 
dieselben nämlich, wie A, B, C in Bezug auf SK Daraus folgt ohne Schwie- 
rigkeit, daas auch von jedem Punkte, der mit drei Punkten von F' in einer 
Geraden liegt, und dann Überhaupt von jedem Punkte des Eaumas die Polar- 
ehenen heaüglich A', JS" und C sich in einer Geraden schneiden. Dieses 
findet aber nur dann statt, wenn A^, B^ und C^ einem F=-Büsohol ange- 
hören (Seite 17). 

Koje, eeomettic ätr Lage in. 7 



y Google 



98 Eilfter Vortrag. 

bin erwähnten Sätze die Polarebenen ß und ß' von Ä nach B^ 
und von B nach A^ identisch, und ebenso die Ebenen y und y'\ 
es fallen deshalb auch 5 und 8' zusammen, und A hat in Bezug 
auf D" dieselbe Polarebene wie D in Bezug auf A^. 

Sei E ein fünfter Punkt von ff und £^ die ihm entsprechende 
Fläche des Büschels J.^B^C^ ... , seien ferner a^, ß^, fi) ^i ^^^ 
Polarebenen von D in Bezug auf resp. A^, B^, C^, E^, und a^ , 
ßi'i Ti' S/ "iie Polaren von resp. ^, B, C, E in Bezug auf D*. 
Dann ergiebt sich: 

also «jßiTiSi " ai'ßi'Ti'^i'i 
weil aber nach dem eben Bewiesenen a^, ß^, 7i mit resp. «j , ßi , 
7/ identiscb sind, so fällt auch S^ mit 5/ zusammen, und B hat 
bezüglich E^ dieselbe Polarebene wie E bezüglich D^. 

Sei nun S ein beliebiger Punkt der cubischen Fläche F^ und 
S* seine erste Polare; seien a, ß, y, 5 seine Polarebenen nach ji^ 
£^ (7^, D^ und a, ß, y, 5' diejenigen von resp. A, B, C, D nach 
S^. Dann ergiebt sieh aß y 5 77 aß yS', und die Polarebenen 5 und 
8' von S nach Z*^ und von D nach S^ sind folglich identisch. 
Die Polarebene von S in Bezug auf D^ ist sonach völlig bestimmt, 
sobald der Punkt D gegeben ist; sie fällt ja zusammen mit der 
Polarebene von D in Bezug auf S^, and S^ ist als erste Polare 
des auf F^ liegenden Punktes S bekannt. Weil dieses für jeden 
Punkt S von F^ gilt, sodann aber wegen der projectiven Zuord- 
nung von Polen und Polarebenen auch für jeden Punkt S' des 
Raumes, so ergiebt sich: 

„Die Fläche I)^ zweiter Ordnung ist durch die gegenseitige 
„Lage des Punktes D und der cubischen Fläche F^ völlig be- 
„stimmt; sie heisst die erste Polare von D in Bezug auf 
„F^, und D heisst ihr Pol. Von der Lage der durch Z> gehen- 
„den Geraden ABC oder ff ist sie unabhängig." 
Zugleich aber folgt aus dem Vorhergehenden der wichtige Satz: 
,,Sind P^ und Q^ die ersten Polaren von irgend zwei Punk- 
,,ten P und Q in Bezug auf F^, so hat P nach Q^ dieselbe 
,, Polarebene wie Q nach P^*}. Wir nennen diese Ebene 

*) Bis Iiieher bin ich den Herren Milinowsti und Sturm gefolgt. Der 
obige Satz gilt auch für solclie Punkte F, Q, die nicht mit drei reellen 
Punkten von F'^ in einer Geraden liegen. Denn in dem vorhergehenden Be- 
■weise können die Punkte A, B nunmehr durch irgend zwei Punkte, deren 
erste Polaren bekannt ßind, ersetzt werden. 
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„die Polarebene des Punktepaares P, Q bezüglich der 
„cnbischen Fläebe F*." 

Wenn Q und Q^ ihre Lage niciit ändern, P aber eine Ge- 
rade u daiclilauft, so beschreibt diese Polarebene einen zu u pro- 
Jectnen Ebeneiibu^ehel m^. Zugleich ändert die Fläche P^ ihre 
Lage so dass die Polarebene des beliebigen Punktes Q bezüg- 
lich deiselben diesen Büschel u^ besehreibt. Somit ergiebt sich 
{vgl beite 17) 

,,Die ersten Polaren der Punkte einer Geraden m in Bezug auf 
„F^ bilden einen zu ii projeetiveu P^, Büschel, dessen Grund- 
„curve die Polareurve der Geraden genannt wird und reell 
„ist, wenn u mit F^ drei reelle Punkte gemein hat (Seite 97). 
„Die ersten Polaren aller Punkte des Raumes bilden sonach eine 
„lineare Mannigfaltigkeit dritter Stufe, ein sogenanntes P^-Ge- 
„büsch; dasselbe enthält jeden i^-Büscbel, mit welchem es zwei 
,, Flächen gemein hat, und ist auf den Punktraum projectiv be- 

„zogen." 

Die Polarebene eines Punktes P bezüglich seiner ersten Polare 
P^ heisst die zweite Polare oder Polarebeue von P in Be- 
zug auf F^ \ sie berührt F^ und P^ in P, wenn P auf P» liegt. 
Ist Q ein Punkt dieser Ebene, so liegt P auf den identischen 
beiden Polarebenen von Q nach P^ und von P nach Q^, und ist 
folglich ein Punkt von Q'^. Wenn umgekehrt der Punkt P auf 
Q^ und somit auf seiner Polarebene bezüglich Q^ liegt, so ist er 
zu Q conjugirt hinsichtlich P^. Also: 

„Wenn ein Punkt Q auf der zweiten Polare eines Punktes P 
„liegt, so liegt zugleich P auf der ersten Polare von Q; und 
„umgekehrt." 

Die Polarebene von P dreht sieh demnach um Q, wenu P 
die erste Polare Q^ von Q beschreibt, und um die Gerade QR, 
weun P deren bi quadratische Polareurve Q^ B^ besehreibt. In einer 
Ebene liegen höchstens vier Punkte, deren Polarebenen durch eine 
gegebene Gerade gehen. Eine beliebige Ebene hat in Bezug auf P' 
i. A. höchstens acht (associirte) Pole, nämlich die gemeinschaftlichen 
Punkte der ersten Polaren von drei beliebigen Punkten der Ebene. 
Durch drei Punkte geht i. A. nur eine erste Polare; in dem Pole 
derselben schneiden sich die Polarebenen der drei Punkte. Auch 
durch eine Gerade g geht hiemach i. A. nur eine erste Polare; 
in dem Pole derselben schneiden sich u. A. die Ebenen, welche 
■die Fläche F^ in Punkten von g berühren. Dreht sich eine Gerade 
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g, welche mit F^ drei Puiikte gemein hat, um einen Punkt P, 
so bewegt sich der Punkt Q, in welchem die Berühnrngsebeneii 
der drei Punkte sich schneiden, in der Polarehene von P\ denn 
Q^ geht durch g nnd folglich durch P. 

,,Die erste Polare P* eines Punktes P geht durch die Be- 
„ rühr ungs punkte aller Tangenten und Eerührungsebeiien, welche 
„von P an die eubische Fläche F^ gelegt werden können." 
Denn die zweiten Polaren dieser Punkte gehen dnrch P, weil sie 
mit ihren Beriihrungsebenen zusammenfallen. Umgekehrt geht von 
jedem gemeinschaftlichen Punkte der Flächen F^ und P^ die 
Polar- oder Berührungsebene in Bezug auf F^ durch den Punkt 
P. Also: 

„Ein belietiger Tangentenkegel P der cubischen Fläche F^ be- 
„rührt die Fläche längs einer Raumcurve sechster Ordnung, der 
„ Schnittcurve von F^ mit der ersten Polare P^ des Punktes P. 
„Der Kegel ist gleichfalls von der sechsten Ordnung." 

Die Raumcurve hat jede Gerade g von F^ zur Sehne, denn 
sie hat mit ihr die beiden Punkte gemein, in welchen F^ von der 
Ebene Pg berührt wird. Da nun, wenn P sich verschiebt, dieses 
Punktepaar auf g eine Involution beschreibt (Seite 91), so er- 
giebt sich: 

„Jede Gerade der cubischen Fläche schneidet die ersten Polaren 
„aller Punkte des Raumes in Punktepaaren einer Involution." 
Die erste nnd die zweite Polare eines Punktes P begegnen 
sich in einem Kegelschnitte, dem Orte aller Punkte, deren beide 
Polaren durch P gehen; und dieser Kegelschnitt iat mit P'' höch- 
stens sechs Punkte Q gemein. Nun berühren aber die beiden 
Polaren eines solchen Punktes Q in ihm die Fläche i''^, und ihre 
Schnittlinie zerfällt in die beiden auf Q^ liegenden Hanpttangenten 
des Punktes (vgl. Seite 96). Durch P geht deshalb eine dieser 
beiden Haupttangenten. Wir scLliessen daraus: 

„Durch einen beliebigen Punkt P gehen höchstens sechs Haupt- 
,,tangenteu der cnbischen Fläche F^\ die Oaculationspnnkte der- 
„selben liegen auf einem Kegelschnitte." 

Von drei beliebigen Pnnlden P, Q, S sind entweder keine 
zwei oder je zwei conjugirt beziiglicli der ersten Polare des dritten. 
Wenn nämlich P nnd Q conjugirt sind in Bezug auf P^, so liegt 
Q auf den beiden identischen Polarebenen von P nach R^ und 
von E nach P^, ebenso P auf denen von Q nach E^ nnd von B 
nach Q^; also sind dann auch Q und B conjugirt bezüglich P^,. 



y Google 



Die Kenifiaolie der cubisclien Fläche. 101 

sowie B uucl P bezüglich Q^. Ich nenue die drei Punkte P, Q, 
li „conjugirt bezüglich der cubischen Fläche F^", wenn 
irgend zwei und damit je zwei von ihnen conjugirt sind bezüghch 
der ersten Polare des dritten. Zu zwei gegebenen Punkten P, Q 
giebt es unendlich viele ihnen coujugirte dritte; ibr Ort ist die 
Polarebene des Panktepaares P, Q in Bezug auf F^ (Seite 99), 
Drei in einer Geraden liegende Punkte von F^ sind allemal con- 
jugirt bezüglich dieser Fläche (Seite 65). 

Ein bemerkenswerther Fall tritt ein, wenn i*^ ein Kegel und 
Q dessen Mittelpunkt ist; in diesem Falle nämlich ist jeder Punkt 
B des Raumes dem Punkte Q in Bezug auf F^ und folglich dem 
Punktepaare P, Q in Bezug auf F^ conjugirt, also auch dem 
Punkte P in Bezug auf Q^. Die Polarebene des Punktepaares 
P, Q wird sonach unbestimmt, seine Punkte sind conjugirt bezüg- 
hch der ersten Polaren aller Funkte P und heissen nach Steiner 
,,veciproke Pole in Bezug auf P'", ihre ersten Polaren P^, 
Q^ aber sind beide Kegel mit den resp. Mittelpunkten Q und P. 
Der Ort dieser reciproken Pole heisst die ,, Kernfläche" (Steiner) 
oder „Hesse'sehe Fläche" von F^ und ist von der vierten Ord- 
nung; denn da die ersten Polafen der Punkte einer Geraden einen 
2''^ -Büschel bilden, so giebt es unter ihnen i. A. vier Kegel 
(Seite 35). Also: 

„Die Kernfläche K''- von F^ ist von der vierten Ordnung. Sie 
„ist der Ort der Punkte, deren erate Polaren Kegel sind, und 
„enthält die Mittelpunkte dieser Kegel, insbesondere (Seite 64) 
„alle parabolischen Punkte von F^. Sie trennt die Punkte, 
„deren erste Polaren nicht geradlinig aber reell sind, einerseits 
„von denjenigen mit geradlinigen, andererseits von denen mit 
,, imaginären ersten Polaren (vgl. Seite 36). Ihre Punkte sind 
„paarweise reciproke Pole bezüglich J^^^ (j_ ]j_ conjugirt bezüg- 
„lieh der ersten Polaren aller Punkte des Raumes. Jeder Punkt 
„vou K'^ ist Mittelpunkt der coniachen ersten Polare seines 
„reciproken Poles." 

Sind T, T^ zwei coujugirte Dreikante der cubischen Fläche 
pä, so schneiden die Ebenen von T das Dreikant T^ in drei auf F^ 
liegenden Dreiseiten, und sie berühren F^ in den drei Eckpunkten 
von je einem derselben. Die erste, quadratische Polare des Mittel- 
punktes von T aber geht durch die neun Berührungspunkte dieser 
Ebenen (Seite 100), also auch durch die Kauten des Dreikantes Ti, 
weil auf ihnen je drei dieser Punkte liegen; sie ist folglich ein dem 
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Dreikante T^ um seh rieben er Kegel, und die Mittelpunkte der eon- 
jngirten Dreikante sind zwei reciproke Pole der Kerafläclie. Daraus 
ergiebt sicli für eine F^ mit 27 reellen Geraden; 

„Die Eernfläche K* geht durch die Mittelpunkte der 240 Drei- 
„kante YonF^; und zwar hat jedes der 120 Paare eonjugirter 
„Dreikante T, T^ zwei reciproke Pole zu Mittelpunkten. Die 
„erste, conisehe Polare des Mittelpunktes von T oder T^ ist 
„dem eonjugirten Dreikante T^ resp. T umschrieben." 

Auf der Kernfläche K^ liegt auch jeder Punkt P, welcher 
hezüglieh der ersten Polaren ^^ B^ von irgend zwei Punkten ^i, 
B eine und dieselbe Polarebene t: hat. Denn mit % fallen die 
Polarebenen Ton Ä und ß in Bezug a\if P^ zusammen, die Ebene 
% hat also zwei Pole A, B bezüglich P^ und P^ ist folglich ein 
Kegel, in dessen Mittelpunkte Q die Gerade AB von x geschnit- 
ten wird. Daraus folgt (vgl. Seite 15): 

„Die Kemfläche K* ist dem gemeinschaftlichen Poltetraeder von 

,,je zwei ersten Polaren A^, B^ umschrieben; jede Fläche % 

„dieses Tetraeders wird von der Geraden AB in dem reciprokeu 

„Pole Q des ihr gegenüberhegenden Eckpunktes P geschnitten. 

„Die reciproken Pole Pj, Pg, P^, P^ der vier Schnittpunkte 

11^11 öä' ^3' Qi ^''i' -^* "^it silier Geraden g bilden das ge- 

,,meiasame Poltetraeder der ersten Polaren aller Punkte von g; 

„jeder der vier Punkte Q^ hegt demnach in der seinem recipro- 

„ken Pole P gegenüberliegenden Fläche dieses Tetraedei-s." 

Von den hinsichtlich A^ und B"^ eonjugirten Eckpunkten des 

Tetraeders vereinigen sich zwei in P, wenn AB die Kemfläche 

K^ in dem zu P reciproken Pole Q berührt; dann aber ist P sich 

seibat conjugirt bezüghch A^ und B^, und diese Flächen berühren 

sich und die Ebene x im Punkte P. Zugleich liegen A, B und 

Q nebst ihrer Verbin dungshnie, der Tangente AB von iC*, in der 

zweiten Polare von P, weil ihre ersten Polaren A^, B^ und Q^ 

durch P gehen. Also: 

„Die Tangenten von K* am Punkte Q Hegen in der Polarebene 
„des zu Q reciproken Poles P; die Kernfläche K* wird demnach 
„von den Polarebenen ihrer Punkte umhüllt." 

Verbindet die Gerade u zwei Pole A, A' irgend einer Ebene 
a, und ist v die Schnittlinie von a mit der Polarebene eines drit- 
ten Punktes B von w, so gehen die ersten Polaren aller Punkte 
von »1 durch A, A', B und folglich durch u, und zwar schneiden 
sie sich in u und einer eubischen Raumcnrve k^ , welche u znr 
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Sehne hat. Die zweiten Polaren oder Polarebenen aller Punkte 
von u gehen deshalb durch die Gerade v (Seite 99), welche nach 
Sturm die „Polargerade von m" heisst. Es giebt anf v i. A. zwei 
Pnnkte Q, Q^, deren erste Polaren Kegel sind; diese Kegel ver- 
binden k^ mit u, und in ihren Mittelpunkten P, P^ schneidea 
sich k^ und u. Da nun die Polarebeneu von P und P^ durch v 
gehen und in resp. Q und Q^, den zu Pimd Pj reciproken Polen, 
die Kernfläehe Ä"* berühren, so berührt v die Fläche K^ in den 
beiden Punkten Q und Q^ und ist eine Doppeltangente von K^. — 
Von der ersten Polare B^ eines beliebigen Punktes B wird u m 
zwei associirten Punkten geschnitten, deren Polarebenen mit vE 
zusammenfallen, und dieses Punktepaar besehreibt auf u eine In- 
volution, wenn li eine Gerade und E^ einen F^-Büsehel beschreibt 
(Seite 32). Also: 

,,Wenu die Gerade u zwei Pole irgend einer Ebene verbindet, 
„so enthält sie von den Ebenen einer Geraden v (der Polar- 
„ geraden von u) je zwei associirte Pole. Diese Polpaare bilden 
„auf u eine Involution, deren Doppelpunkte M, N bezüglich 
„aller ersten Polaren conjugirt und bezüglich der cubisehen 
„Fläche F" reciproke Pole sind. Die ersten Polaren der Punkte 
„von V gehen durch u; diejenigen der übrigen Punkte des 
„Raumes sehneiden u in den Punktepaaren jener Involution. 
„Die Polarebenen aller Punkte von w, insbesondere auch die 
,, Berührungsebenen von F^ in ihren Schnittpunkten mit u, 
„gehen durch v. Die Gerade v ist eine Doppeltangente der 
,, Kernfläche K^; sie berührt ff* in zwei Punkten Q, Q^, deren 
„reciproke Pole I', P^ auf w liegen. Die Berührnngs ebenen von 
„K^ in den beiden reciproken Polen M, N schneiden sich in 
„der Doppeltangente v von Ä*;" 
denn sie sind die Polarehenen von resp. N und M. 

Eine beliebige Ebene, deren acht Pole alle reell und \nn ein- 
ander verschieden sind , enthält von ihrer Schnittern \ e mit K^ 
28 Doppelt an genten, nämlich die Polargeradeu der 28 Verbindungs- 
linien ihrer Pole. Durch einen beliebigen Punkt gehen höchstens 
sieben Verbindungslinien associirter Pole; in einer Ebene können 
ihrer drei liegen. Zu der Congruenz dieser Linien geboren auch 
die Verbindungslinien reciproker Pole P, Q; denn je zwei durch 
P und Q harmonisch getrennte Punkte von PQ sind associirte 
Pole einer Ebene. 

Jede Gerade g von F^ hat eine Polargerade und fällt mit ihr 
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zusammen, weil die Polar- oder Berühi'uags ebenen ihrer Pnokte 
in g selbst sich schneiden. Die ersten Polaren ihrer Punkte sehnei- 
den sich in g und in den Polen von g bezüglich der Kegelschnitte 
von F^, deren Ebenen durch g gehen. Der Ort dieser Pole ist 
deshalb eine cubische Raumcurve h^, welche g zur Sehne hat. In 
ihren Schnittpunkten mit k^ berührt die Gerade g zwei jener 
Kegelschnitte und zugleich iC*; diese beiden Punkte trennen die 
Paare associirter Punkte, in denen F^ von den Ebenen der Ge- 
raden g berührt wird, harmonisch, und sind reeiproke Pole bezüg- 
lich JJ'ä (vgl. Seite 100). 

,,Die Schnittcurye (zwölfter Ordnung) der cnbischen Fläche F'^ 
„und ihrer Kernfläche K"* berührt also die Geraden von F^ 
„doppelt, und zwar jede in zwei reciproken Polen, Sie ist der 
,,Ort der parabolischen Punkte Yon F^ und trennt (Seite 101) 
,,die hyperbolischen Punkte der F^, welche je zwei reelle Haupt- 
„tangenten haben, von den elliptischen, dei 
„imaginär sind." 



Zwölfter Vortrag. 



Polaren von Geraden und Ebenen bezüglich der 
cubischen Fläche, 



Aus der Polarentheorie ergeben sich noch bemerkenswerthe Be- 
ziehungen der cubischen Flache F^ und ihrer Kernfläche Ä"* zu 
den Geraden und Ebenen des Raumes. Wir gelangen zu denselben 
am einfachsten mit Hülfe der Tripel conjugirter Punkte and der 
Polarebenen von Punktepaaren in Bezug auf F^. 

Wir nennen (Seite 101) drei Punkte P, Q, E conjugirt be- 
züglich F^, wenn irgend zwei (P, Q) und damit je zwei von ihnen 
bezüglich der ersten Polare (B^) des dritten conjugirt sind. Dem 
Punktepaare P, Q ist demnach jeder Punkt S seiner Folarebene 
(d. h, der Polarebeue von P nach Q^ und von Q nach P^) con- 
jugirt bezüglich F^; ihm ist eine Gerade r, nämlich jeder Punkt 
von r, conjugirt, wenn r in dieser Polarebene hegt. Wenn ein 
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Punktepaar P, Q irgend vier nicht in einer Ebene liegenden Punkten 
Gonjiigirt ist, so ist es allen Punkten des Raumes coujugirt, seine 
Polarebene wird unbestimmt, und seine Punkte P, Q sind reeiproke 
Pole bezüglich P» (Seite 101). Hat eine Ebene tc in Bezug auf P^ 
zwei Pole A, B, so ist P^ ein Kegel, dessen Mittelpunkt Q iii r. 
liegt, AB ist der Polstrahl von t. bezüglich P^, und P, Q sind 
reeiproke Pole bezüglich F^ (Seite 102). 

Die Polarebene eines beliebigen Punktepaares P, Q dreht sich 
um eine Gerade g, wenn Q irgend eine Gerade g, beschreibt; und 
zwar sind g und ^j reeiproke Polaren in Bezug auf P^. Je zwei 
Punkte Q und P von resp. g^ und g sind zu P conjugirt bezüg- 
lich P% und jede der Geraden g, (f^ ist folglich dem Punkte P 
conjugirt bezüglich der ersten Polaren aller Punkte der anderen. 
Weil g^ mit der Xernfläche Jf* höchstens vier Punkte gemein 
hat, so ergiebt sich beiläufig: 

„Die Polarebenen eines Punktes P bezüglich aller conisohen 
„ersten Polaren umhüllen eine Fläche vierter Classe." 

Durchläuft P, während die Gerade g fest bleibt, irgend eine 
Gerade g', so beschreibt F^ einen P^-Eüschel, die Gerade g^ aber 
(Seite 28) eine Fläche zweiter Ordnung, die ,, gemischte Polare*' 
von g und g' (Cremona). 

„Die gemischte Polare von zwei Geraden g, g ist also eine 
„Fläche zweiter Ordnung; sie ist der Ort eines Punktes Q, in 
„Bezug auf dessen erste Polare Q^ die beiden Geraden conju- 
„girt sind, sie enthält die reciproken Polaren von gf resp. g' be- 
„züglich aller ersten Polaren, deren Pole auf g' resp, g liegen, 
„und wird, falls sie kein Kegel ist, umhüllt von den Polar- 
„ebenen aller Puuktepaare, von denen auf g und g' je ein 
„Punkt liegt." 
Ist die geniieehte Polare von g und g' ein Kegel und Q^ dessen 
Centrum, so gehen die Polarebenen jener Punktopaare alle durch 
Qi, und g, g' sind folglich reeiproke Polaren bezüglich Q\. Zer- 
fällt die gemischte Polare von g und g' in zwei Ebenen einer 
Geraden g'\ so gehen die Polarebenen jener Punktepaare alle durch 
jeden Punkt 9, von g'\ je drei auf g, g' und g" liegende Punkte 
sind conjugirt bezüglich P^ und je zwei dieser drei Geraden sind 
folglich reeiproke Polaren bezüghch der ersten Polaren aller Punkte 
der dritten. Wir köuuen in diesem Falle die Geraden g, g', g" 
„drei reeiproke Polaren in Bezug auf P^ " nennen. 

Die gemischte Polare der Geraden g und g' wird ein Kegel 
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zweiter Ordnung, wenn g' mit y zusammenfällt; sie beisst dann 
nacli Steiner die „zweite Polare" nnd nach Salmon der „Polar- 
keget" der Geraden g. Nämlich die Polarebenen dreier Punkte 
von g schneiden sich in einem Punkte G, dessen erste Polare G^ 
durch g geht (Seite 99); und da je zwei Punkte von g eonjugirt 
sind bezüglich (7^, so sind sie dem Punkte G eonjugirt bezüglieb 
-F^, und es gehen durch G die Polarebenen aller Punktepaare von j», 
also auch die reciproken Polaren g^ von g bezüglich der ersten 
Polaren aller Punkte von g, sowie die zweiten Polaren dieser Punkte. 
Daraus ergiebt sich mit ßücksieht auf den vorigen Satz, und weil 
die Polarebenen consecutiver Punkte von g sieb in Punkten schneiden, 
deren erste Polaren die Gerade g berühren: 

„Die reciproken Polaren einer Geraden g bezögJich der ersten 
„Polaren ihrer Punkte liegen i, Ä. auf einem Kegel aweiter 
„ Ordnung. Dieser sog. Polarkegel von g ist der Ort der Punkte, 
„deren erste Polaren die Gerade g berühren, und wird umhüllt 
,,von den Polarebenen der Punkte von (j. Er berührt insbe- 
„ sondere die Ebenen, welche die cubisehe Fläche F^ in ihren 
,, Schnittpunkten mit g tangiren, und berührt die Kemfläcbe ZiT* 
„in den Punkten, deren reciproke Pole auf g liegen." 
Nur dann erleidet dieser Satz eine Ausnahme, wenn g eine Polar- 
gerade h hat (Seite 103); denn durch h gehen in diesem Falle die 
Polarebenen aller Punkte von g, und der Polarkegel von g zer- 
fällt in zwei Ebenen, die in h sich schneiden. 

Eine gegebene Ebene n bestimmt mit einem beliebigen Punkte 
P einen Punkt Q, sodass tc die Polarebene des Punktepaares P, Q' 
wird; Q ist der Pol von tu bezüglich P', und ebenso P der Pol 
von TZ kezüglicb Q^. Sind A, B, irgend drei Punkte von x, 
so schneiden sich in (^ die Polarebenen von A, B, ü bezüglich P^, 
sowie die mit ihnen identischen Polarebenen von P bezüglich Ä^, B^ 
and C^. Ist P^ ein Kegel, so fällt hiernach Q mit dessen Cen- 
trum, dem reciproken Pole von P, zusammen. 

Wenn nun der Punkt P irgend eine Ebene -k.^ durchläuft, so 
beschreiben seine drei Polarebenen bezüglich A^, B^ und C^ drei 
collineare, zu z, reciproke Bündel, ihr Schnittpunkt Q aber be- 
schreibt (Seite 55) eine cubisehe Fläche TT^, die ,, gemischte Polare" 
von TZ und tu, (Gremona), Also: 

„Die gemischte Polare TTf der beiden Ebenen x, Uj ist eine 
„cubisehe Fläche, der Ort eines Punktes Q, in Bezug auf dessen 
„erste Polare diese Ebenen eonjugirt sind, und zugleich der 
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„Ort der Pole von tz resp. tz^ bezüglich alier ersten Polaren, 
,, deren Pole auf Xj resp. tt liegen." 
Wenn P in x^ eine Gerade y^ durchläuft, so beschreibt Q aamf 
eine zu f/^ projective cubische Raumcurve f^- Diese „gemischte 
Polarcnrve" von g^ und tu enthält alle Punkte Q, m Bezug auf 
deren erste Polaren die Gerade ^j und die Ebene tc conjugirt sind; 
ihre Sehnen sind die reciproken Polaren von r/^ bezüglich der 
ersten Polaren alier Punkte A, B, (!,... von %, und ihre Punkte 
sind die Pole von x bezüglich der ersten Polaren aller Punkte 
von g^. 

Die gemischte Polare TfJ der Ebenen tc und tc^ ist auf x, 
und ebenso auf it abgebildet, indem jedem Punkte P und jeder 
Geraden g^ von x, ein Punkt Q resp. eine zu g^ projective cubi- 
sche Raumcurve 7^ auf W\ entspricht. Jedem Schnittpunkte P[ 
von iTj mit der Kernfiäche K^ entspricht auf If^ sein reciproker 
Pol Q^ ; denn die Polarebenen der Punkte Ä, B, C vou tc bezüg- 
lich des Kegels Pf sehneiden sieh in dessen Mittelpunkte Q^. 
Wenn jedoeh Qi in -k liegt, so schneiden sich diese Polarebenen 
in einem Hauptstrahle von Tif, nämheh in dem Polstrahle 2^1 
von TT bezüglich Pf, und P^ ist der entsprechende Hauptpunkt 
von 7u^. Da nun tCj höchstens sechs Hauptpunkte enthält (Seite 79), 
ao ergiebt sieb: 

„Die gemischte Polare llj der Ebenen x, tc^ hat mit der Kern- 
„ fläche K^ zwei Raunicurven C^ und 0^ sechster Ordnung ge- 
„mein; dieselben sind die Orte der Punkte von K*, deren reei- 
„proke Pole in % resp. x^ liegen." 
Wir nennen C^ die zu der Ebene tc gehörige Kerncurve. 

Die gemischten Polaren ITJ und TT| der Ebenenpaare tc, Xj 
und ir, TCg schneiden sich in der zu tc gehörigen Kerneurve C 
nnd in der cnbischen Raumcurve y^, welche von tt und der Schnitt- 
linie 17 von TUj und tt^ die gemischte Polarcurve ist. Jeder ge- 
meinschaftliche Punkt Q von TTf und TT|, der nicht auf Y^ 'iegt, 
ist auf C^ gelegen; denn bezüglich seiner ersten Polare Q^ hat 
die Ebene - zwei verschiedene Pole in x^ und TUg, die nicht auf ff 
liegen, und Q^ ist folglieh ein Kegel, dessen Mittelpunkt? in tc 
liegt und Q zum reciprokeu Pole hat. Die Kerneurve C^ kann 
mit drei beliebigen Punkten K, i, M durch eine cubische Fläche 
verbunden werden, nämlich durch die gemischte Polare von tz und 
der Ebene TCj, welche die Pole von it in Bezug auf K^, L^ und M^ 
verbindet. 
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Sei 1\ em Schnittpunkt von C^ mit der beHebigeu Ebene ~^, 
also PI ein Kegel, dessen Mittelpunkt Q, in it liegt; dann bat 
die Ebene tz in Bezug anf P^ einen Polstrabi jjj , und damit un- 
endlich viele auf 2h liegende Pole. Die gemischte Polare TTf 
von TC und t:^ hat nach Obigem j>, zum Hauptstrable , und P^ 
ist der entsprechende Hauptpunkt in tz^ ; zugleich ist Pj Pol von Jt 
bezüglich der ersten Polaren aller Punkte von^;^. Der Strahl p^ 
hat mit der gemischten Polare TTg von t. und einer beliebigen 
Ebene tc^ i. A. drei Punkte gemein, welche auf der Schnittlinie 
von TJä und TT| und folglich auf C^ liegen; denn mit dem anderen 
Theile y^ dieser Linie hat p^ nur bei besonderen Lagen von TCa 
einen Punkt gemein. Also: 

,,Die Polstrahlen der Ebene x bezüglich der conischeu ersten 
„Polaren aller Punkte von C^ haben mit die&ei- an tc gehörigen 
„Kenicurve sechster Ordnung i, A, je drei Punkte gemein und 
„mögen deshalb Doppelsehnen von 6'^ heissen. Jede solche 
„Doppelsehne 2^1 ^oo C^ schneidet tu in einem Punkte (J, der 
„Kernfläche K^; ihr entspricht auf C^ der reciproke Po! P^ 
„von ^j. Bezüglich der ersten Polaren aller Punkte von p^ 
„ist Pj Pol von TC." 

„Von zwei Doppelsehnen ^j^, p^ der Kemcnrve G^ geht ent- 
„weder keine oder jede durch den der anderen entapreeheuden 
„Punkt Pa resp. P^ ;" 
denn wenu p^ durch Pg geht, so ist P^ Pol von r. bezüglich P| 
und liegt folglich auf dem Polstrahie p^ von t. bezüglich P|, 
„Durch einen beliebigen Punkt P^ von G^ gehen demnach 
„i. A. drei Doppelsehnen der Curve; dieselben entsprechen den 
„Schnittpunkten von C^ mit der entsprechenden Doppelsehne pj , 
„und sie verbinden P, mit den reciproken Polen dieser Schnitt- 
„ punkte," 

„Wenn zwei Doppelsehnen von C^ in einer Ebene liegen, so 
,, schneiden sie sich in einem Punkte P von C^." 
Denn bezüglich der ersten Polare P^ des Schnittpunktes hat tt 
die beiden den Doppelsehnen entsprechenden Punkte zu Polen, 
weshalb P^ ein Kegel mit in tu liegendem Centrum und P ein 
Punkt von C^ sein muss. 

Die zu 71: gehörige Kerncurve C' möge von der beliebigen 
Ebene iTj in den sechs Punkten P^, P^, . . ,, Pg geschnitten 
werden, deren reciproke Pole Q^, Q^^ ■ • •, Qs ^l^o in 7: und 
zugleich in der zu t.^ gehörigen Kemcnrve C\ liegen. Der Pol- 
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sti'ahl von tc bezüglich Pf heisse pi, lind derjeuige von ~-^ bezüg- 
lich Qi heisse ji. Dann gilt (Seite 107) der Satz: 

„Die gemischte Polare Ifä der Ebenen t:, tc^ geht durch die 
„zwölf Strahlen j)i und q-, für i ^ 1, 2, 3, 4, 5, 6; sie ist anf r.-i 
„und IC so abgebildet, dass tCj die sechs Punkte P; und tz die 
„sechs Qi zu Hauptpankteu hat, und dass die p, resp. qi die 
„zugehörigen sechs Hauptstrahlen von IT^ werden." 

Die sechs Geraden ^i sind i. Ä. windschief; ebenso zwei Ge- 
rade Pi, qi mit gleichem Index, Dagegen liegen uwei Gerade j),, q^, 
deren Indices i und Je verschieden sind, allemal in einer Ebene, 
nämlich in der Polarebene des Punktepaares Pi, Q,,. Denn weil 
Pi in Ttj liegt, so geht die Polarebene von P, bezüglich Q^ durch 
5ii, ebenso aber als Polarebene von Qt bezüglich P? durch ^i. Also: 
„Jede der sechs Geraden pi schneidet die fünf Geraden q, welche 
,, nicht denselben Index haben wie sie. Die sechs pi und die 
„sechs 5^ bilden i. A. auf TT^ die beiden Hälften einer Dop- 
„pelsechs. Jede cubisehe Raumcurve der zugehörigen beiden 
„Curvennetze von TT^ wird auf einer der Ebenen iz, %-^ durch 
„eine Gerade abgebildet, auf der anderen aber durch eine 
„Carve fünfter Ordnung, welche (Seite 79} die sechs Haupt- 
„punkte der Ebene zu Doppelpunkten hat." 

Die sechs Geraden p, sind Doppelsehuen von C^ und ent- 
sprechen als solche den sechs Punkten Fi von C^. Wenn zwei 
von ihnen, p^ undjSg, sich schneiden in einem Puukte P, so sind 
nach Obigem die entsprechenden Punkte P^ und Pg zwei Pole 
von 7t bezüglich P^, und P^ ist ein Kegel, in Bezug aufweichen 
die in tuj liegende Gerade PjPg der Polstrahl von tt ist. Die 
Ebenen -n:, t;:, sind also in diesem Falle conjugirt bezüglich der 
couischen ersten Polare von P und schneiden sieh in deren Ceu- 
tmm Q, dem reciprofeen Pole von P. Der Polstrahl ff von tu be- 
züglich P^ aber enthält als Doppelsehne von C^ ausser Pj und 
Pg noch einen dritten Punkt P^ von C^, und durch P geht folg- 
lich ausser p^ und p^ noch die Pj entsprechende Doppelsehne p^ 
dieser Curve (Seite 108); ebenso enthält der in r. liegende Pol- 
strahl ff^ von TCj bezüglich P^ als Doppelsehne von C^ drei der 
sechs Punkte ^i, und durch P gehen die entsprechenden drei Ge- 
raden qi, und zwar die drei Geraden q^, q^ und q^, welche p^, p2 
und ^3 schneiden. Also: 

,,Wenn die Ebenen % und tc^ conjugirt sind bezüglich einer 
„conischen ersten Polare P^; so gehen durch deren Pol P drei 
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„der sechs Geraden y,, etwa p^, p^ und ])g, zugleich aber die 
„drei Geraden 54, q^ und g^. Die gemischte Polare Tl°; von 
„T^ und TC^ hat P zum Doppelpunkte." 

„Die Polstrahlen g, g^ von tc und Xj bezüglich P^ liegen i. A. 

„mit den übrigen sechs Geraden j), und j, auf einer Fläche zwei- 

„ter Ordnung, und zwar liegen g^, 5^, ^j, q^ in der einen und 

"?! pji ?5i i'e ii ^^r anderen Regelschaar dieser Fläche"; 

denn j^, j^, 5^ schneiden jede der Geraden js^, p^, p^ (Seite 109) und 

begegnen g in resp. Pj, Pg, P,, während ^^ ¥on g, p^, p^-, p^ in 

resp. Q, ^4, Qg, (?g geschnitten wird. 

Die gemischte Polare TTf von zwei Ebenen tu, x, geht über 
in die „zweite Polare" (Steiner) oder „reine Polare" (Cremona) 
oder „cubische Polarfläche" (Sturm) der Ebene tc in Bezug auf 
P', wenn % mit tc sich vereinigt. Diese cubische Polarfläche TT' 
von Tc ist der Ort eines Punktes Q, dessen erste Polare Q^ die 
Ebene tc berührt, sodass % sich selbst conjngirt ist bezüglich Q^. 
Der Berührungspunkt P ist der Pol von % nach Q^, der ihm ent- 
sprechende Punkt Q von TT* ist der Pol von n nach P^ und tc 
ist die Polarehene des Punktepaares P, Q bezüglich P'. Sind Pj 
und Q, z.wei andere homologe Punkte von resp. tc und II', so 
sind P, ^ und P^ conjngirt bezüglich P^, ebenso aber P^, Q^ 
und P; die Polarebene des Punktepaares P, Pj geht deshalb durch 
Q und 9j. Wenn nun P^ dem Punkte P unbegrenzt sich nähert, 
so geht diese Polarebene über in die zweite Polare von P, und 
die in ihr liegende Gerade QQ^ in irgend eine Tangente von TT* 
im Punkte Q. Die Polarebene eines beliebigen Punktes P von 71: 
berührt folglich die cubische Polarfläche TT' von 71: in dem ent- 
sprechenden Punkte Q. Kurz: 

„Die cubische Polarfläche TT* einer Ebene x in Bezug auf P* 
„ ist der Ort der Pole von 7: bezüglich der ersten Polaren aller 
,, Punkte von tt, und zugleich der Ort aller Punkte, von deren 
„ersten Polaren die Ebene berührt wird; sie wird umhüllt von 
„den Polarebenen aller Punkte von it. Sie ist von der dritten 
,, Ordnung und der vierten Classe, letzteres, weil in 11: höchstens 
„vier Punkte liegen, deren Polarebenen durch eine beliebige 
„Gerade geben (Seite 99). Sie ist auf tt projectiv bezogen, 
„und zwar entspricht einem beliebigen Punkte P von tc der 
,, Berührungspunkt Q seiner Polarebene mit TT^; zugleich ist tc 
„die Polarebene des Punktepaares P, Q, und sie wird von Q^ 
„in P berührt. Einer ebenen Schnittcurve von TT* entspricht 
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„i. A. in TT eine Curve dritter Ordnung (Seite 68), Die Ebenen, 
„welche die Fläche F^ in ihren Schnittpunkten mit tc berühren, 
„bilden einen Büschel sechster Ordnnng (Seite 100) und berühren 
,,lt' in den entsprechenden Punkten einer Raumcurve neunter 
,, Ordnung." 

„Die Eernfläche Ä* wird von n^ längs der zu rc gehörigen 
„Kerncurve C^ sechster Ordnung berührt (Seite 102); diese Curve 
„entspricht der Schniitcurve von K^ und ir, und die homologen 
„Punkte der beiden Curven sind reciproke Pole, Einer helie- 
„bigen Geraden y von x entspricht auf TT^ die gemischte Polar- 
„curve 7^ von tz und g (Seite 107); der Polarkegel von g be- 
„röhrt ITä längs dieser cubischen Eaiimcurve y^." 

Die Schnittcurve der Ebene x und ihrer cubischen Polarfiäche 
TT^ ist der Ort aller Punkte von %, deren erste Polaren die Ebene 
berühren. Sie enthält insbesondere die Osculationsp unkte aller in 
7t liegenden Haupttangenten der cubischen Fläche F'^; denn die 
erste Polare eines solchen Punktes berührt tc, indem sie tu in der 
zugehörigen Haupttangente und noch einer Geraden schneidet. 
Also: 

„Auf Hä hegen alle Wendepunkte der Curve dritter Ordnung 
„C\ in welcher F' von der Ebene tc geschnitten wird. Es 
„giebt deren also höchstens neun." 
Uebrigens kann C^ nicht mehr als drei reelle Wendepunkte be- 
sitzen, weil (Seite 76) jede Verbindungslinie von zwei Wende- 
punkten noch einen dritten enthält, und weil deshalb aus vier 
reellen Wendepunkten unendlich viele sich ableiten Hessen. 

Auf H' liegt auch jeder Punkt G, dessen erste Polare G^ 
durch irgend eine Gerade g von Tc geht; denn ff^ hat mit v: noch 
eine Gerade g^ gemein und berührt tt im Punkte jr^^. Die beiden 
Polarkegel von g und g^ haben G zum Mittelpunkt (Seite 106) und 
berühren TT' längs cubischer Raumcurven y' und yf (s. oben). Also: 
,,Ein beliebiger Punkt G von H' ist das Centrum von zwei 
,, Tangentenkegeln zweiter Ordnung der Fläche TT*." 

Die Polarebene des Punktes gg^ tangirt H^ in dem entspre- 
chenden Punkte G, berühi-t die beiden Tangentenkegel längs zwei 
Tangenten von y^ und 7J, und oscuhrt sonach {II. Abth. Seite 195) 
in G diese beiden cubischen Raumcurven, Jede andere gemeinschaft- 
liche Berübrungsebene der beiden Kegel berührt TT' in zwei ver- 
schiedenen Punkten von f^ und yf und hat folglich zwei ver- 
schiedene, auf g und ^^ liegende Pole. 



y Google 



112 Zwölfter Vortrag. CubiBche Polarflächen vom Ebenen, 

„Die beliebige Ebene -n: enthält deshalb i. Ä. drei Verbinänngs- 
„linien ii aasociirter Pole; die Polargeraden v derselben liegen 
„auf TI^ in einer Ebene, welche die Schnittpunkte der drei u 
„zu Polen bat." 

Die erste Polare eines Punktes Q von U' berührt die Ebene %, 
zugleich aber die Gerade g oder g^, wenn Q auf deren Polarkegel 
liegt (Seite 106), Ist nun Q einer der Paukte von U", welche aus 
G durch die gemeinschaftlichen Strahlen der concentrischen Polar- 
kegel von g und g^ projicirt werden, so berührt seine erste Polare 
die Geraden ^, ^^ und die Ebene tu in zwei von f/'^j verschiedenen 
Punkten, und ist folglieh ein Kegel, welcher ir und alle Geraden 
von TZ berührt. Durch diesen Punkt Q gehen deshalb die Polar- 
kegel aller Geraden von tu, sowie die cubischen Raumcurven, längs 
welcher sie IT^ berühren; er ist also ein Doppelpunkt von TT', 
Da nun die Polarkegel von g und g^ i, A. vier reelle oder ima- 
ginäre Strahlen gemein haben, so ergiebt sich: 

„Die cubische Polarfiäehe TP einer Ebene tc hat i. A. vier 
„Doppelpunkte Q. Diese liegen auf der Kernfläche K^, und 
„ihre eonisehen ersten Polaren Q^ berühren die Ebene längs 
„vier gerader Linien g, deren Polarkegel sich der Fläche IP 
„in je einem Doppelpunkte Q anschmiegen. Als Polstrahlen 
,,von K bezüglich der vier Q^ sind die Geraden q vier Doppel- 
„sehnen der Kerncurve C^ (Seite 108), und ihre sechs Schnitt- 
,, punkte liegen folglich auf (?". Sie bilden somit ein Vieraeit, 
,,von welchem je zwei Gegenpunkte reciproke Pole bezüglich 
„F^ sind, und welches die drei Geraden» zu Diagonalen hat." 
Wir kommen auf diese Fläche 11^ gelegentlich zurück. Im 
16. Vortrage werden wir die berühmte Steiner'sche Fläche vierter 
Ordnung dritter Classe kennen lernen, welche mit ihren Berüh- 
rungsebenen je zwei Kegelschnitte gemein hat; dieselbe ist der 
Fläche TT' reciprok. 
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Dreizehuter Vortrag. 

Die Polhexaeder der cubischen Fläche und das 
Pentaeder ihrer Kernfläche. 



Nach eiuem Satze von Sylvester, welchen Clebsch*) zuerst 
bewiesen bat, liegen auf der Kernfläche .ST* der allgemeineD cu- 
bischen Fläche F^ die zehn Kanten uni3 zehn Eckpunkte eines 
Pentaeders; und zwar hat K* die zehn Eckpunkte zu Doppel- 
punkten, und die erste Polare eines jeden Eckpunktes bezüglich 
F^ zerfällt in zwei Ebenen, welche in der gegenüberliegenden 
Pentaederkante sich schneiden. Ohne diese und verwandte Sätze 
würde unsere synthetische Theorie der cubischen Fläche unvoll- 
ständig sein. Nun sind aber die bisherigen Beweise dieser Sätze 
theils ganz algebraisch, theils stützen sie sich wesentlich auf den 
Fundamentalsatz der Algebra und seine analytisch-geometrischen 
Folgerangen. Wir werden deshalb einen rein geometrischen Be- 
weis erst suchen müssen. 

Von den Schnittpunkten Qi einer beliebigen Ebene % mit der 
Kernfläche K^ liegen, wie wir bereits wissen, die reciproken Pole 
P, auf der zu - gehörigen Kemcurve C^ sechster Ordnung. Durch 
jeden solchen Schnittpunkt Q^ geht eine Doppelsehne p^ von C^; 
sie entspricht dem reciproken Pole F^ von Q^ und ist der Pol- 
strabl von x bezüglich der ersten Polare Pf von P^ (Seite 109), 
Den drei Schnittpunkten Pg, Pg, P4 von p^ mit C^ entsprechen 
drei Doppelsehnen p^, p^, p^ dieser Kerncurve, welche durch Pj 
gehen und die Ebene ic in den resp. reciproken Polen Q^, Q^, Q^ 
jener Punkte schneiden (Seite 108). Ausserdem ist uns bekannt, 
dass zwei in einer Ebene liegende Doppelsehnen von C^ sich alle- 
mal in einem Punkte von C^ schneiden. 

Die ersten Polaren aller Punkte der Doppelsehue ^j bilden 
einen P^-Büschel und haben ein gemeinsames Poltetraeder, dessen 
Eckpunkte mit den Mittelpunkten P,, ^j, Q^, Q^ der vier Kegel 



») Crelle's Journal ftir Mathematik, Bd. 58 S. 109 und Bd. 59 S. 193. 
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^11 -PI. -PI' -^4 des Büschels zusammenfallen (Seite 17, 18). Die 
drei durch P^ gehenden Kanten p^, p^, p^ dieses Poltetraederg 
sind demnach conjogirt bezüglich aller jener ersten Polaren und 
insbesondere bezüglich des Kegels Ql- Also: 

„Die drei durch einen Punkt P, von C^ gehenden Doppelaehnen 
„dieser Kerneurve sechster Ordnung sind coajugirt bezüglich 
,,der conisehen ersten Polare Ql, welche P^ zum Mittelpunkt 
,,hat; sie bilden ein Poldreikant von öi-" 

Die Polarebene p^Pi ^'^^ Ps ''der Q^ bezüglich Ql ist iden- 
tisch mit der Polare von Q^ bezüglich Q^ ; und da (?| ein Kegel 
mit dem Ceutrum P^ ist, so fällt p^p^ auch mit der Polarebene 
von QiP^ oder jüi bezüglich Q^ zusammen. Die Ebene ^^ji^^ä 
enthält deshalb zufolge des letzten Satzes auch die beiden Doppel- 
aehnen von C^, welche p^ im Punkte Pg schneiden, und ebenso 
enthalten die Ebenen ^^^jg = S und P2P3='4 je zwei durch Pg 
resp. P4 gehende Doppelsehnen von C^. Ueberhaupfc ergiebt sich, 
da jeder Schnittpunkt von Doppelsehnen auf G^ liegt (Seite 108) : 
„Jede Verbindungsebene tc' von zwei Doppelsehnen der Kem- 
„curve C^ enthält noch zwei (reelle oder imaginäre) Doppel- 
„ sehnen der Curve. Die vier Doppelaehnen bilden ein voll- 
„atändiges Vierseit, in dessen sechs Eckpunkten die Kerneurve 
,,von Tt' geschnitten wird." 

Die sechs Doppelsehnen, welche p^ paarweise in Pg, P3 und 
P4 schneiden, liegen demnach nicht nur paarweise in den Ebenen 
3, S, 4 des Dreikantes puP^Pi, sondern ausserdem zu dreien mit 
P^ in zwei Ebenen 5 und i, welche nach dem vorletzten Satze 
coujugirt sind bezüglich der Kegel Q^, Q^, Ql mit den Mittel- 
punkten Pg, Pg, P4. Diese sechs Doppelsehnen von C^ bilden 
also mit ß^, P2,Ps «nd p^ zusammen die zehn Kanten eines Fünf- 
flaches 12345, dessen zehn Eckpunkte als Schnittpunkte von je 
drei dieser Doppelsehnen auf C^ liegen. Jedem Eckpunkte des 
Fünfflaches entspricht als Doppelsehne die ihm gegenüberliegende 
Kante; z. B. dem Eckpunkte 334 = P^ oder 513 ^ P^ entspricht 
die Kante 51^p^ resp. 34= p^. Daraus folgt: 

„Der Kerneurve C" kann auf unendlich viele Arten ein Fünf- 
„flach 12345 eingeschrieben werden, sodass dessen zehn Eck- 
,, punkte auf C^ liegen und die ihnen gegenüberliegenden zehn 
„Kanten zu entsprechenden Doppelsehnen haben. Jede Ebene 
„des Pünfflaches schneidet C^ in den sechs Eckpunkten eines 
„vollständigen Vierseits. Jede Doppelsebue p^^ von C* ist Kante 
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,,eiues solchen Fünfflachea. Zwei beliebige Ebenen 5 und 1 
„des Fünfflaches sind conjugirt bezüglieb der drei conischeu 
„ersten Polaren, in deren Mittelpunkten ihre Schnittlinie den 
„übrigen drei Ebenen 3, 3 und 4 begegnet." 

Weil jede Doppelsehue von C^ die Ebene -k in dem reoiproken 
Pole des ihr entsprechenden Pnnktes schneidet (Seite 108), so er- 
giebt sich weiter: 

„Das Fünfflach i35#5 bildet mit der Ebene tc = 6 ein Sechs- 
„flach 133456, dessen zwanzig Eckpunkte auf der Kemfläche 
„K^ liegen, und zwar so, dass seine Gegenpunkte (z. B. 2S4 
„und 56 i) reciproke Pole bezüglich F^ sind. Dasselbe heisst*) 
„ein Polsechsflach oder Polhexaeder der cnbisehen Flache F^, 
,,und ist durch eine seiner Kanten p^ völlig bestimmt." 

Die Richtigkeit dieser letzten Behauptung ergiebt sich sofort 
aus dem Vorhergehenden, wenn wir mit ^j, P^, P^, P^ die vier 
Schnittpunkte von j3, und K* bezeichnen, ferner mit Pj, ^^i fti 
Q^ deren reciproken Pole und mit tu die Ebene Q^ Q^ Q^, welche 
(Seite 102) durch Q^ geht. Das Tetraeder P^Q^Q^Q^ ist in dem 
Polhexaeder enthalten, und seine sechs Kanten schneiden die Kern- 
fläche K^ noch in den zwölf übrigen Eckpunkten des Hexaeders, 
welche zu sechsen mit p^ in dessen beiden übrigen Ebenen liegen. 
Die sechs Ebenen, 1.6 Kanten und 20 Eckpunkte dieses durch p-^ 
bestimmten Polhexaeders sind alle reell, wenn K* nicht nur von 
j)^, sondern auch von irgend einer Kante des Tetraeders PiQ^Q^Q^ 
in vier reellen Punkten geschnitten wird. D& P^Q^QsQi 'o** 'ä^^ 
ersten Polaren A^, B^, . . . aller auf p^ liegenden Punkte A, B, . . . 
das gemeinsame Poltetraeder ist, so ergiebt sich noch: 

,,Das gemeinschaftliehe Poltetraeder von zwei beliebigen ersten 
„Polaren A'^ und B'^ ist in einem Polhesaeder von F^ enthalten. 
,, Seine vier Eckpunkte und deren auf AB liegende reciproke 
,,Pole bilden acht Eckpunkte des Polhexaeders, und in den 
„übrigen zwölf Eckpunkten, welche zu seehsen mit ^ß in den 
„übrigen beiden Hexaederebenen liegen, wird K* von den Kan- 
,,ten des Tetraeders geschnitten." 

Da bei dieser Construction des Polhexaeders die vier Schnitt- 
punkte von Ä"* mit der Kante AB odei- p^ alle die gleiche 

*) Vgl. Eeye, GeometriBcher Beweis des Sylvester'schen Satzes; Crelle's 
Journal 78 S. 117. Die eraten Polaren aller Punkte in Bezi^ auf F^ haben 
dieses Sechsflach zum gemeinsamen Polaeohsflach, d. h. bezüglich der eraten 
Polaren sind je awei Gegenpuntte des Sechsflachea conjugirt (IT. Abth. S. 281). 
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Rolle spielen, so folgt beiläufig aus einem vorhergehenden Satze 
(Seite 114): 

„Zwei beliebige Ebenen ic, tt^ eines Polhexaeders von F^ sind, 
„conjugirt bezüglich der vier conischen ersten Polaren, in deren 
„Mittelpunkten sie sich schneiden," 

„Ihre gemischte Polare fTf hat deshalb (vgl, Seite 110) die 
„vier Pole D^, D^, Dg, D^ dieser conischen Polaren zu Doppel- 
„punkten. Sie ist so auf x^ und Tt abgebildet, dass die cu- 
„bischen Raumcurven y^, welche in TT^ den Geraden dieser 
„Ebenen entsprechen, alle durch D^, D^, D^ und D^ gehen." 
Weil nämlich die Polstrahlen von tc bezüglich D\, D\, I}\ und 
D\ alle vier in t:^ liegen, so schneiden sie jede Gerade ^j von 
TCi in vier Polen von % bezüglich der vier Kegel, und die gemischte 
Polarcurve t^ von tz und j^i, welche in TT^ der Geraden g^ von 
■n:, entspricht (Seite 107), geht deshalb in der That durch Z*^, Z>j, 
D^ und Dj. Das Tetraeder dieser vier Doppelpunkte von IT^ bil- 
det mit jc und t:^ zusammen das Poihexaeder. Seine Ebenen 
schneiden also die Gerade tüjcj in den reciproken Polen der ihnen 
gegenüberliegenden Eckpunkte, und die Schnittpunkte seiner sechs 
Kanten mit iz haben die Schnittpunkte der gegenüberliegenden Kan- 
ten mit Xj zu reciproken Polen. Bei der Abbildung der Fläche 
TIJ auf TZ und ic^ ist jede der sechs Tetraeder kanten ein Haupt- 
strahl von TT^, und der Schnittpunkt der gegenüberliegenden Kante 
mit 5t resp. tc^ ist der entsprechende Hauptpunkt dieser Ebene. 

Zwei beliebigen Punkten S^, Sd von TIf entsprechen in TCj 
die Pole ß,, Sj von ic, in r. dagegen die Pole 5, S von z^ be- 
züglich E\, S%; der cubischen Eaumcurve -y^ aber, welche Ji^ und 
Sq mit Z*,, Dg, Dg und D^ verbindet, entsprechen in r.-^ und t: 
die resp. Geraden jB^S, und jSS, vrelche zu y' und folglich zu 
einander projectiv sind. Daraus folgt: 

„Vermittelst der Abbildung von 17^ auf x und jt, werden die 
„ebenen Felder -n:, 7t^ collinear auf einander bezogen;" 
und zwar sind die Verbindungslinien RB^, SS^, , . , ihrer homo- 
logen Punkte die reciproken Polaren der Geraden nx^ bezüghch der 
ersten Polaren aller Punkte Ef,, S^, . ■ . von TTJ, In der Congrnenz 
dieser Verbindungslinien liegen auch die Doppelsehnen der zu tc 
gehörigen und auf TTJ liegenden Kerncurve C^ denn sie sind Pol- 
strahleu von % und reciproke Polaren von tctc, bezüglich der co- 
uischen ersten Polaren aller Punkte von C^. Da nun zwei col- 
lineare Felder tc, -k^ i. A. einen Ebeuenbüsehel tu' dritter Ordnung, 
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und dessen Axencongmenz erzeugen (IL Abth. Seite 202), und 
hier t.^^ irgend eine Ebene bezeichnet, die mit x in einem Pol- 
hexaeder von F^ enthalten ist, so ergiebt sich: 

„Die Doppelsehnen der zu it gehörigen Kemcurve C^ sind i. A. 
,,Axen eines cubischen Ebenenbiischels t:^. Der Büschel enthält 
,,alle Ebenen tt^, welche C^ in den Eclipunkten je eines Tollstän- 
„digen Vierseits schneiden, und alle Polhexaeder von F^, denen 
„die Ebene ^ angehört. Die in tu liegenden Kanten dieser 
„Hexaeder umhüllen als Axen von ic^ einen Kegelschnitt." 
Eine beliebige Doppelsehne p^ von C^ bestimmt eines dieser 
Polhexaeder (Seite 115), und wenn p^ an C^ hingleitet, so be- 
schreiben die fünf von x verschiedenen Ebenen des Hexaeders den cu- 
bischen Ebeneubüschel t:". Also gehört ir mit jeder anderen Ebene 
des Büschels zu einem in x^ enthaltenen Polhexaeder von F'. 
Weil aber die sechs Ebenen eines solchen Hexaeders den enbisohen 
Büsche! ir' völlig bestimmen und mit einander vertausehbar sind, 
so gilt der Satz: 

,,In jedem cubischen Ebeneubüschel tu^, welcher die Ebenen 
„irgend eines Polliesaeders von F^ verbindet, sind doppelt un- 
„ endlich viele Polhexaeder enthalten; und zwar gehören zwei 
,, beliebige Ebenen des Büschels zu einem dieser Hexaeder." 
Wählt man diese beiden Ebenen so, dass ihre das Hexaeder 
bestimmende Schnittlinie Pi durch einen Punkt Q^ der Kernfläche 
K^ geht, so werden Q^ und sein reciproter Pol P^ zwei Gegen- 
punkte des Hexaeders. Daraus folgt: 

„Die beiden durch zwei reciproke Pole gehenden Ebenentripel 
„des cubischen Büschels %^ bilden ein Polhexaeder von F' 
Zwei homologe Gerade ff', g^' der collinearen Felder tc, 
erzeugen i. A. eine aus Axen von -iz^ bestehende Eegelschaar, 
durch deren Leitstrahlen je eine Ebene des Büschels rc» geht (vgl. 
II. Abth. Seite 195). In dieser Regelschaar aber liegen i. A. vier, 
durch die Schnittpunkte von ^' und K^ gehende Doppelsehnen 
von C«. Also: 

„Vier windschiefe Doppelsehnen von C^, welche die Ebene tc 
„in vier Punkten einer Geraden g' schneiden, liegen allemal in 
„einer dem Büschel tc* eingeschriebenen Regelfläche zweiter 
,, Ordnung." 
Wir werden von diesem Satze weiterhin Gebrauch machen. 

Wenn in dem cubischen Büschel ir^ die Ebene tCj der Ebene 
t: unbegrenzt sich nähert, so geht die gemischte Polare Hf von 
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■K und Tij über in die cubisclie Polarfläche TT^ von x (Seite 110).. 
Zugleich nähert sieh die Gerade ■ktz^ unbegrenzt dem Berührungs- 
strahle h vou TC^ und der Ebene tc (II. Abth. Seite 202), die vier 
Doppelpunkte D von TT^ gehen über in die reciprokeii Pole Q der 
Schnittpunkte von b und K^ (vgl. Seite 116), und die eonischen 
ersten Polaren Q^ dieser Doppelpunkte berühren schliesslich die 
Ebene x längs vier Polstrahlen q von tc, welche als solche vier 
Doppelsehnen von C^ sind. Mit ir^ = tc bildet das Tetraeder der 
vier Doppelpunkte Q ein Fünfflach, dessen zehn Eckpunkte auf 
C^ liegen und die ihnen gegenüberliegenden Kanten zu entspre- 
chenden Doppelsehnen haben (Seite 114). Zu den früheren Sätzen 
über IJä (Seite 110) erhalten wir demnach folgende Ergänzung: 
,,Die cubische Polarfläche 11^ einer Ebene % bat i. A. vier Dop- 
,,pelpunkte Q, deren reciproke Pole in tz auf einer Geraden 
,, liegen. Das Tetraeder dieser vier Doppelpunkte bildet mit tc 
„ein Pünfflach, dessen zehn Eckpunkte auf der Berührungs- 
„curve C^ von Tf^ und der Kemfläche AT* liegen und ihre Gegen- 
„kanten zu entsprechenden Doppeisehnen der C^ haben. Die 
„drei paar Gegenkanten des Tetraeders werden von v: (^itj) 
,,in drei paar reciproken Polen geschnitten (Seite 115). Die 
,, Polarebene eines jeden dieser sechs Schnittpunkte berührt Tl* 
„längs der ihm gegenüberliegenden Kante des Fünfflaches 
„(Seite llOl Die Ebene ;t wiid längs ihier Schnittbnie q mit 
„einer behebigen Flache des Tebaedei« von dei conischen ersten 
„Polaie des gegenubei liegenden Eckpunktes ^ berührt 

Wir bezeichnen mit P einen beliebigen Funkt von ( ^ dessen 
reciprokei Pol also in der Ebene 7t liegt femei mit q den Polstrahl 
vonjTi: bezüglich de« KegeU P mit tuj eine duich j gelegte Ebene, 
die abei nicht dem cubüchen Büschel r^ angehoieu nio^e endlich 
mit i/j den m x liegenden Polstiahl von r^ bezüglich P Dann 
sind die Ebenen %, x^ conjugirfc bezüglich P^ und für ihre ge- 
mischte Polare TT| gelten die früher (Seite 109) bewiesenen Sätze. 
Die cubische Fläche TIf hat also P zum Doppelpunkte, und von 
ihren zwölf Hauptetrahlen pi ond q^ gehen sechs, die wir wieder 
mit pi, p^, p^, 24, ^5, jg bezeichnen wollen, durch P, während 
die übrigen sechs mit ^ und p'^ auf einer Fläche 5*^ zweiter Ord- 
nung liegen, und zwar q^, q^, q^, g^ in der einen und p^, p^, p^, 
g in der anderen Begelschaar von $^. Nun sind aber p^^ p^, p^ 
und g (Seite 110) die vier Doppeisehnen von C^, welche tu in vier 
Punkten von g^ schneiden, und die Fläche <1>^ ist deshalb (Seite 117) 
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dem cnbischen Ebenenbüsehel tc^ eingesciiriebeii. Ebenso sind q^, g^, 
^3 und g die vier Doppelseimen der zu tCj gehörigen Kerncnrve C\, 
welche tz^ in vier Punkten von g schneiden, und <P^ ist deshalb 
auch dem eubischeu Ebenenbuschel tcJ eingeschrieben, welcher der 
Ort aller die Ebene it^ enthaltenden Polhexaeder von F» ist. Weil 
aber die eine Regelschaar von 4»^ aus Äxen von x* und die andere 
aus Axen von -iüJ besteht, so haben (II. Äbtb. Seite 199) die eu- 
biscben Büschel tc^ und iif i. A. fünf gemeinschaftliche Ebenen, 
von denen mindestens eine reell ist. Diese fünf Ebenen bilden, 
wie wir gleich seben werden, das Sylvester'sche Pentaeder der 
Kernfläche K*. 

Ist TTp eine beliebige Ebene von x' oder jl^ und F, irgend 
einer ihrer Schnittpunkte mit K^, sowie Qi dessen reciproker Pol, 
so ist der Polstrahl von -Kq bezüglich ^f eine durch P, gehende 
Axe von Tc* resp. zj. Wenn aber Tg, wie wir nunmehr annehmen, 
eine gemeinschaftliche Ebene von ic^ und xf ist, so hat sie in 
Bezug auf Qf zwei durch Pj gebende Polstrablen, welche i. Ä. 
nicht zusammenfallen; denn der eine ist von tc^ und der andere 
von Tzf eine Axe, die beiden eubischeu Büschel -n:* und icf aber 
sind von einander verschieden. Nun kann jedoch die Ebene tu^ 
nur dann mehr als einen Polstrahl bezüglich ^f haben, wenn der 
Kegel Q^i in zwei Ebenen zerfallt, deren Schnittlinie 51 in tiq liegt. 
Weil aber Q^, dann alle Punkte von 5, zu Mittelpunkten hat, so 
liegen diese Punkte alle auf der Kernfläehe K* und haben Q^ zum 
gemeinschaftlichen reciproken Pole (Seite 101), 

Die Schnittpunkte von Ä"* und tc^ liegen demnach i. A. auf 
vier reellen oder imaginären Geraden 9^, q^, q^, q^, letztere haben 
vier Punkte Q^, Q2, Q^, Qi von Ä^* zu reciproken Polen, und die 
erste Polare ^f eines beliebigen dieser Punkte zerfällt in zwei 
durch die entsprechende Gerade 9, gehende Ebenen. Die ersten 
Polaren aller Punkte von 9, bilden einen J'^-Büschel von Kegeln 
mit dem Mittelpunkte ft, und unter ihnen giebt es i. A. drei 
Ebenenpaare. Die ersten Polaren aller Punkte einer beliebigen Ge- 
raden von 7C(| bilden einen J^-Büschel, dessen vier Kegel die Punkte 
Qu Öbi fti Qa ™ Mittelpunkten haben; das Tetraeder QiQsQsQi 
ist folglich das gemeinschaftliche Poltetraeder dieses Büschels und 
überhaupt der ersten Polaren aller Punkte von T.t^. 

Die erste Polare des Schnittpunktes 5,^^ von irgend zwei der 
vier Geraden q,, g^i ^s- ?4 zet'fällt in zwei Ebenen, deren Schnitt- 
linie die reeiproken Pole Q,, Q^ der beiden Geraden verbindet: 
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denn diese Polare ist ein Kegel, welcher jeduii dor heiden Pole 
Q,., Qi, zum Doppelpunkte hat. Die zu Tt,, gehörige Kemcurve V%, 
längs welcher die Kernfläelie K^ und die cubische Polarfläche TT^ 
von Ttj, sich berühren, besteht also aus den sechs KantBn des 
Teti'aeders Q^Q^Q^Qi,-, und jede dieser Kanten hat einen Eckpunkt 
des Vierseitß ^iJsSsJ^ zum reciproken Pol. Die vier Eckpunkte 
Qii ^3t Qs^ Qi *^ös Tetraeders sind (Seite 118) gemeinschaftliche 
Doppelpunkte von TTfj und K^, seine drei paar Gegenkanten wer- 
den von TCg in drei paar reciproken Polen geschnitten, und zwar 
jede Kante in dem reciproken Pole der ihr gegenüberliegenden 
Kante, und die vier Tetraederflächen gehen folglich durch die 
vier Geraden q^, g^, ^3, q^ von 7^0 . Ueberhaupt ergiebt sich: 
,,Das Tetraeder ftög^'aCi bildet mit der Ebene tz^ ein Fünf- 
„flach oder Pentaeder, dessen zehn Kauten auf der Kernfläche 
„K^ liegen und die ihnen gegenüberliegenden zehn Eckpunkte 
,,zu reciproken Polen haben. Die zehn Eckpunkte dieses von 
,, Sylvester entdeckten Pentaeders sind Doppelpunkte von K*^\ 
„in jedem von ihnen schmiegt die Kernfläche dem Polarkegel 
„der gegenüberliegenden Pentaederkante sich an, indem sie in 
„ihm die Polarebeuen aller Punkte der Kante berührt (Seite 102). 
„Die erste Polare jedes Eckpunktes des Pentaeders besteht aus 
„zwei Ebenen, die in der gegenüberliegenden Kante sich schnei- 
„den; die zweite Polare des Eckpunktes berührt die Kernfiäche 
„längs dieser Kante (Seite 102). Die zu einer Pentaöderebene 
„gehörige Kerncurve besteht aus den sechs Schnittlinien der vier 
„übrigen Ebenen." 

„Das Pentaeder bildet mit jeder Ebene tc, die durch keinen 
„seiner Eckpunkte geht, ein Polhexaeder der cubischen Fläche 
„i^*, und möge deshalb das Polpentaeder oder Polfünfflach 
„der F^ heissen." 

Seine Eckpunkte sind nämlich von den Punkten, in welchen t. 
die gegenüberliegenden Pentaeder kanten sehneidet, die reciproken 
Pole, und jeder Eckpunkt ist folglich der gegenüberliegenden Kante 
conjugirt bezüglich F^^ d. h. bezüglich der ersten Polaren aller 
Punkte nach F^. Ans dem letzten und einem früheren Satze 
(Seite in) ergiebt sieh: 

„Das Polpentaeder von F^ ist in jedem cubischen Ebenenbüschel 
„Tt* enthalten, welcher die Ebenen eines Polhexaeders von F^ 
„verbindet. Seine zehn Eckpunkte liegen auf jeder zu irgend 
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„einer Ebene gehörigen Keraeurve C^, und seine zehn Kanten 
„sind Doppelsehneu dieser Kerncurve sechster Ordnung." 
Wir bezeichnen die fünf Pentaederfiächen, falls sie alle reell 
und von einander verschieden sind, mit i, 3, 5, 4, 5; der be- 
liebigen Kante 12 des Pentaeders liegt dann der Eckpunkt 345 
gegenüber. Die ersten Polaren aller Punkte von IS bilden einen 
J^^-Büsehel von coneenirischen Kegeln, deren gemeinschafthehes 
Poldreikant von den Ebenen 3, 4, 5 gebildet wird; denn die ersten 
Polaren der drei Punkte 12 3, 134, 13 5 zerfallen in je zwei 
Ebenen , welche in resp, 4 5, 53 und 5 4 sich schneiden und 
Gegeuebenen eines den Kegeln eingeschriebenen Vierkantes sind. 
Daraus folgt u. A. : 

„Je zwei Flächen (z, B. 4, 5) des Polpentaeders sind harmonisch 
,, getrennt durch die beiden Ebenen, welche die erste Polare des 
„Schnittpunktes der drei übrigen Flächen bilden. Jede Pen- 
„taederkante ist die Polargerade von vier durch den gegenüber- 
„liegenden Eckpunkt gehenden Geraden (vgl. Seite 103)." 
Die Baumcurve vierter Ordnung, in welcher die ersten Polaren 
aller Punkte einer Geraden sich durchdringen, heisst nach Cre- 
mona und Sturm die Polarcurve dieser Geraden. Sie zerfällt in 
zwei Kegelschnitte, wenn die Gerade einen Eckpunkt des Polpen- 
taiiders enthält, und in vier Gerade, wenn sie eine Kante oder 
Diagonale desselben ist. Die Polarcurve einer Diagonale des Pol- 
pentaeders besteht aus den Kauten eines einfachen windschiefen 
Vierecks, dessen zwei paar Gegeuebeneu die ersten Polaren der 
beiden auf der Diagonale liegenden Eckpunkte bilden. Die Dia- 
gonale ist die Polargerade der vier Kanten dieses Vierecks. Da 
nun das Pentaeder 15 Diogonalen hat, in jeder Ebene drei, so folgt: 
„Es giebt 100 Gerade, welche zu vieren eine gemeinschaftliche 
,, Polargerade haben; ihre 25 Polargeraden sind die zehn Kanten 
„und die 15 Diagonalen des Polpentaeders" (Steiner). 
Ausser diesen 100 giebt es noch unendlich viele andere Gerade u, 
welche je eine Polargenide v haben, und zwar ist v (Seite 103) 
eine Doppeltangente der Kemfläche, und ihre Polarcurve zerfällt 
in die zugehörige Gerade u und eine cubische Eaumcurve. Jacob 
Steiner hat in seiner berühmten Äbhandluug über die Flächen 
dritter Ordnung (Ges. Werke 11 S. 659) diese Geraden u übersehen. 
Sei z eine Diagonalehene des Polpentaeders, d. h. die Ver- 
bindungsebene irgend eines Eckpunktes Q mit der gegenüber- 
liegenden Kante q, und seien Q^ und x die erste und die 
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zweite Polare von Q bezüglich F^. Dann besteht Q^ aus zwei 
durch q gehenden Ebenen, welche x von n: harmonisch trennen; 
die Ebene x aber berührt (Seite 120} die Kernfläche K^ längs der 
Geraden q. Jeder Punkt B von y, hat x zur Polarebene bezüg- 
lich Q^; also ist TU auch die Polarebene von Q bezüglich R^, und iz 
wird von R^ im Punkte Q berührt. Zu der cubischen Polar- 
fläche n» von % gehören deshalb alle Punkte der Ebene x 
(Seite 110). 

Da Q von jedem Punkte P der Kante q der reciproke Pol 
ist, so hat jede durch Q gehende Gerade PQ der Ebene x eine 
Polargerade v (Seite 103), welche in den Polarebenen von P und 
Q liegt und die Kernfläche JT* doppelt berührt. Wenn nun P 
die Gerade q beschreibt, so umhüllt seine Polarebene den Polar- 
kegel von q (Seite 106), und zugleich umhüllt v die Sehnitt- 
curve -A^ von x und diesem Kegel zweiter Ordnung. Der Kegel- 
schnitt x^ wird von den Polarebenen aller in tc liegenden 
Punkte berührt und ist ihr Ort; denn die Polarebenen aller 
Punkte der beweglichen Geraden PQ von tc gehen durch die Tau- 
gente V von x^ 

Die erste Polare eines beliebigen Punktes E von x^ berührt 
TC in ^ und tangirt zugleich q, weil R auf dem Polarkegel von q 
liegt; sie berührt folglieh die Ebene tu längs einer durch Q gehen- 
den Geraden u und ist ein Kegel, weshalb R der Kernfläehe K'' 
angehört. Der reciproke Pol dieses Punktes R liegt auf der Curve 
dritter Ordnung, welche x und TT* ausser der Geraden q gemein 
haben. Die Ebene -k berührt im Punkte qti die ersten Polaren 
der Punkte Q und R, also auch aller übrigen Punkte von QR; 
jeder Strahl QE des Polarkegels von q liegt folglich auf der cu- 
bischen Polarfläche Tr^ von %, und II' zerfällt in den Polar- 
Kegel von q und die Ebene x. Die Kerncurve C^ längs wel- 
cher im allgemeinen Falle die Polarfläche TI^ und die Kernfläche 
K^ sich berühren (Seite 111), zerfällt hier in q, den Kegelschnitt 
x^ und die drei durch Q gehenden Pentaederkanten. Beiläufig er- 
giebt sich hieraus: 

„Die Polarebene x eines beliebigen Eckpunktes Q des Polpen- 
„taeders berührt die Kernfläche K^ längs der gegenüberliegenden 
„Kante q und schneidet sie ausserdem in einem Kegelschnitt x^. 
,,Der Polarkegel von q geht durch x^ schmiegt der Fläche Jf* 
„im Punkte Q sich au (Seite 120) und berührt K* längs der 
„drei durch Q gehenden Pentaederkanten," 
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Von den Beziehungen der cubisehen Fläche F^ zu ihrem Pol- 
pentaeder möge schliesslich noch die folgende hervorgehoben werden: 
„Die Berührungspunkte der Taugeuteu, welche an F^ aus einem 
„Eckpunkte Q des Polpentaedera gezogen werden können, liegen 
„in zwei Curven dritter Ordnung, deren Ebenen die erste Polare 
„Ton Q bilden" (Seite 100, 120). 



Vierzelmter Vortrag. 

Büschel und Bündel coUinearer Räume; lineare Com- 

plexe von projectiven Ebenenbüscheln und coUinearen 

Bündeln. Die cubiscbe ßauniverwandtschaft. 



Zwei collineare Räume 3, S^ bestimmen nach früheren Unter- 
suchungen (Reite 12) einen Raumbüschel | Sj | , d. h. eine sie ent- 
haltende Mannigfaltigkeit von !x> ^ collinearen Räumen, deren ho- 
mologe Ebenen sich in je einer Geraden schneiden und Ebenen- 
büschel erster Ordnung bilden. Die Räume dieses Raumbüachels 
jSjl erzeugen zu zweien denselben quadratischen Strahlen- Com pl ex, 
wie S und Sj , und haben dessen Haupttetraeder entsprechend ge- 
mein. Der Complex zerfällt in zwei specielie lineare Complese 
M, ü, wenn 2 und S^ die Punkte einer Reihe u und die Ebenen 
eines Büschels v entsprechend gemein haben; in anderen Special- 
fällen erzeugen die Räume von | S, | eine lineare Strahl encongruenz 
(II. Abth. Seite 183) oder sie haben perspective Lage. Auch in 
diesen besonderen Fällen, auf die wir nicht näher eingehen, haben 
die Räume des Büschels |2j| dieselben Elemente entsprechend ge- 
mein, wie S und S^. 

Einer Ebene a. von S entspricht in jedem der collinearen 
Räume 2j, S^, . . . von |Sj| eine Ebene a^, a^, . . .; der Büschel 
M dieser Ebenen ist demnach eindeutig auf den Raumbüschel | Sj | 
bezogen. Wir nennen diese Beziehung eine projective wegen des 
folgenden Satzes: 

,,Zwei Büschel u, u, welche aus homologen Ebenen der colli- 
„nearen Räume bestehen, sind projectiv, indem ihre zu je piin'ii! 
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„Eaume des Raumbüschels |S,| gehörigen Ebeneu einander ent- 
„ sprechen." 
Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir mit a, a' die beiden 
zu S gehörigen Ebenen der Büschel u, u', und mit g ihre Schnitt- 
linie aa'. Der Ebenenbüschel ^ Yon S erzeugt mit den homo- 
logen Büscheln der Räume S, , S^, . . , von jS,! eine Begelschaar 
oder einen Kegel zweiter Ordnung , jenaclidem die Axen g,gi,g2 • • ■ 
der Büschel windschief sind oder sich schneiden; und zwar bilden 
P'i ?i' ?2 • ■ ■ <Ji6 Leitstrahlen der Sehaar hezw. denselben Kegel, 
und werden folglich aus den Strahlen der Sehaar bezw, des Kegels 
und insbesondere aus u und ti durch projeetive Ebenenbüschel 
projicirt. Zu jedem Baume 3^ des Eaumbüechels gehören zwei 
homologe Ebenen «,, a/ der projectiven Büschel u, u; der Satz 
ist damit bewiesen. Zugleich ergiebt sich: 

„Eine Gerade g des Raumes S bildet mit ihren homologen Ge- 
„raden g^, g^, . . . eine zu |S^| projeetive Regelschaar, welche 
„in einen Kegel zweiter Ordnung ausarten kann; die Schaar 
„wird aus ihren Leitstrahlen u, u\ m", . . . durch eine Schaar 
„!»(,! projectiver Ebenenbüschel projicirt, welche aus homologen 
„Ebenen der collinearen Räume bestehen. 

Die collinearen Räume des Büschels | Sj | erzeugen also durch 
ihre homologen Ebenen oo' projective Ebenenbüschel, deren Axen 
i. Ä. einen tetraedralen quadratischen Strahlencomplex bilden. 
Diese co * Büschel erzeugen durch ihre homologen Ebenen wieder- 
um die oo^ collinearen Räume von jS^,'. Sie bilden einen „li- 
nearen Busch elcomples |%|", d. h, eine dreifach unendliche Man- 
nigfaltigkeit, welche linear genannt wird, weil sie nach dem Vor- 
hergehenden jede durch zwei ihrer oo^ projectiven Büschel be- 
stimmte Büsehelsehaar \u^\ enthält. Der Raumbüschel ]Sj| und 
der Böschelcomplex 1%] erzeugen sieh gegenseitig, und wir sagen 
von ihnen, sie ,, tragen" oder „stützen sich" oder „sie ruhen auf 
einander". Der Complex \u^\ ist durch homologe Ebenen seiner 
Büschel auf jeden Raum 2, von |2j| projectiv bezogen; seine oo* 
Büschelschaaren |mJ und oc^ linearen Busch elcongruenzen |%| 
entsprechen den cc* Ebenenbüscheln und ot^ Bündeln von ^i. Da 
zwei oder drei Bündel von 2; allemal einen Ebenenbüschel resp. 
eine Ebene gemein haben, so haben zwei oder drei lineare Con- 
grueuzen ]%| von ]Mg| allemal eine Büsehelsehaar |%| resp. einen 
■und i. A. nur einen Ebenenbüschel gemein. Daraus folgt, daas 
eine Congruenz \u^\ und eine Schaar \u^\ von |%| allemal einen 
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Büschel gemein haben. Der Eaumbüschel W\ ist zu allen Ebenen- 
büscheln von [m,! projectiv und kann durch sie auch auf andere 
Elemeutargebilde projectiv bezogen werden. 

Jede in Im^j enthaltene lineare Büsehelcongraenz \u^\ wird 
durch homologe Bündel der collinearen Käume erzeugt; ihre Ord- 
nnngscurve ist der Ort der Mittelpunkte dieser Bündel und hat 
die Äxen der Büschel von |%j zu Sehnen (IL Abth. Seite 205); 
aie wird durch diese Büschel projectiv auf |2j] bezogen. Wir nen- 
nen diese cubische ßaumcurve eine „Ordnungscurve" von |Sjj und 
|%[; sie ist zugleich (Seite 2) eine Ordnnngscurve des quadra- 
tischen Complexes der Axen von jw^j. 

„Homologe Punkte der eoUinearen Räume von |2^| liegen dem- 
„nach i. A, auf einer zu jS^I projectiven eubischen Ranracurve, 
„und zwar auf einer Ordnungsenrve von |Sj| und iMg]-" 

Der Eaumbüschel ]S^| und der auf ihm ruhende Büschel- 
complex [%| sind ebensowohl durch vier beliebige projective Ebenen- 
hüsehei u, Wj, Mg, Wg des letzteren wie durch zwei beliebige colli- 
neare Räume des ersteren bestimmt. Verbindet man nämlich m, u^ 
und Mj durch eine lineare Büsehelcongraenz [w^l, und sodann u^ 
mit jedem Büschel von Im^I durch eine Biischelschaar \ui\, so ent- 
halten die so bestimmten oc^ Schaareu zusammen alle oc^ Bü- 
schel von [«3*) Denn jede Scbaar, welche «g mit einem belie- 
bigen anderen Büschel von \u^\ verbindet, hat mit der Congruenz 
\itg\ einen Büschel gemein (Seite 124). Selbstverständlich dürfen 
M, M^, Wg, 2tg nicht in einer linearen Congruenz Ijij] enthalten 
sein, wenn sie zur Bestimmung des Complexes Iwgl ausreichen 
sollen. 

Die coilinearen Räume von |S, [ haben i. A. die Eckpunkte, 
Flächen und Kanten eines Tetraeders entsprechend gemein, wel- 
chem alle Ordnungscurven von |2^| iimschrieben sind (Seite 3), 
In jedem Eckpunkte dieses „Haupttetraeders" von |SjJ und \u^\ 
achneiden sieh co* homologe Ebenen der Büschel von 1%!; wo- 
raus folgt: 

,,Von dem Raumbüschel jS^j arten i. A. vier Räume aus in 
,, Bündel; ihre vier Doppelpunkte bilden das Haupttetraeder von 



*) In der früher oitirten Abhandlung (Crelle'a Journal für Math, 104) 
gelangte ich taii diese Art zu ',Ub\ und |2i]. Daselbst werden auch die 
Specialfälle des Eaumbüschels und des Büscbelcompleses besprocheu. 
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Auf jede Ebene des Haupttetraeders redueirfc sich ein Biiachel 
von |wg|, weil in ihr oc'- homologe Ebenen der Räume von |S(| 
zusammenfallen. Jede Kante des Haupttetraeders ist die Ase von 
unendlich vielen Büscheln des Complexes [«gl, welche eine „sin- 
gulare" Büschelsehaar von |m,| bilden; eine beliebig durch die 
Kante gelegte Ebene von S bildet mit ihren homologen Ebenen 
einen dieser Büschel. 

Ist 1] eine Ebene und E der gegenüber liegende Eckpunkt 
des Haupttetraeders, so erzeugen zwei homologe Ebenenbüsehel 
ff, gi der Räume S, Sj, wenn ihre Axen in v] liegen, einen Strahlen- 
büscbel in einer durch E gehenden Ebene y; denn ^ und g^ haben 
die Ebene vj entsprechend gemein und schicken durch E homo- 
loge Ebenen. Zwei homologe Bünde! von 2 und 2j, deren Mittel- 
punkte (S, S^ in ri liegen, erzeugen die Sehnencongrnenz einer 
cubiscben Raumcurve, welche in einen Kegelschnitt von t] und 
eine durch E gehende Gerade s zerfällt {II. Abth. Seite 190). 
Liegt 6' auf g, so liegt zugleich s in y; das ebene Feld t] von S 
ist demnach zu dem Bündel E collinear. Einer beliebigen Ebene 7 
des auf den Bündel E reducirten Raumes von |Sj| entsprechen 
in S alle durch den homologen Strahl ff von v] gehenden Ebenen; 
die Oollineation der beiden Räume E und S ist eine ausgeartete. 

Wir bezeichnen nunmehr mit 3, Sj, Sj drei collineare Räume, 
die nicht demselben Raumbüschel angehören. Dieselben bestim- 
men einen sie enthaltenden „Bündel collinearer Räume" oder 
,, Raumbündel" l^al; und zwar rechnen wir zu jS^j den durch 2 
und 2^ bestimmten Raumbüschel |2j| sowie die 00^ Räume der 
co' Raumbüsehel, welche die Räume von |Si| mit 2^ verbinden. 
Aus dieser Entstehungsart von |2g| und dem Vorhergehenden folgt 
ohne ^Veiteres: 

„Eine beliebige Ebene a von 2 bildet mit den homologen Ebenen 
,,der übrigen :>-^ collinearen Räume von jS^I einen Bünde! S, 
,, welcher auf den Raumbündel 2^1 eindeutig bezogen ist." 
In dem Mittelpnnlrte S dieses Ebenenbündels sehneiden sich a und 
die homologen beiden Ebenen a^, a.^ von Sj und Sg, Der Punkt 
S kann al=! ein beliebiger Punkt betrachtet werden; sind nämlich 
S' und Ö" die lieiden Punkte von 2, denen in 2^ resp. 2j der 
Punkt 8 entspricht, so hat die Ebene HS' S" von 2 mit den homo- 
logen Ebenen von 2j und 2^ den Punkt S gemein. 

Dreht sich die Ebene a in 2 um eine Gerade g, so beschreiben 
ihre cc^ homologen Ebenen projective Ebenenbüsehel, und deren 
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Schnittpunkt S durchläuft i. A. eine cubische Ranmcurve ft*, wel- 
che die Axeu dieser Büschel zu Sehneu hat. Nun wird aber die 
Sehneneougruenz von k^ aus zwei beliebigeu Punkten S, S" dieser 
Itaumcurve durch collineare Bündel projicirt (II. Äbth. Seite 196), 
und zwar jede Sehne g; durch zwei homologe Ebenen a, a', welche 
zu einem jener Ebenenbüsehel und damit zu einem und demselben 
Baume S, des Bündels |Sg| gehören. Die Mittelpunkte S, t^ dieser 
Bündel können als zwei ganz beliebige Punkte betrachtet werden; 
wir erhalten demnach den Satz: 

„Die homologen Ebenen der oo* collinearen Eäume TOn |Sg| 
„bilden oo^ collineare (zu 'S^l projective) Bündel, deren Ge- 
„sammtheit \Ss\ ein linearer Bündelcomplex heissen möge; 
„die homologen Ebenen dieser Bündel aber bilden die oo^ col- 
„linearen Räume tou IS^I, indem sie zu je einem der Räume ge- 
„hören. Jeder Punkt S* ist Mittelpunkt eines Bündels von |Sg|. 
i,Zwei beliebige der collinearen Bündel erzeugen i. Ä. die Sehnen- 
„congruenz einer cubischen Ranmcurve Jc^ und bestimmen eine 
„in IS3I enthaltene Bündelreihe | Sj |, welche h^ zur Ordnungs- 
„curve hat. Die Sehneu dieser Ordnungscurve von |Sg| und 
„|Sg| sind homologe Gerade der Räume von jS^I, und die Curve 
„wird auch durch eine Oongruenz |wg| homologer Ebenenbüsehel 
„der Bäume erzeugt." 

Ist also S einer der oo' collinearen Bündel und sind a, a' 
zwei Ebenen von S, so bilden diese mit den homologen Ebenen 
der übrigen Bünde! zwei collineare Eäume von |-i^ä|, in denen a 
und a' einander entsprechen. Wenn a' den Bündel S beschreibt, 
so beschreibt der zugehörige Raum 2' den Raumbündel |3a|; dreht 
sich a.' um einen Strahl u von S, so beschreiben die homologen 
Ebenen in den übrigen 00* Bündeln von \S^\ projective Ebenen- 
büsehel, und der Raum 2' beschreibt folglich in IS^j einen Raum- 
büschel !Sjj, welcher den Complex jener Ebenenbüschel erzeugt 
(Seite 124). Jedem Ebenenbüsehel von S entspricht auf diese Weise 
ein Baumbüsche! von |2j|. Zugleich ergiebt sich: 

„Der Raumbündel jS^I enthält jeden durch zwei seiner Räume 
„bestimmten Raumbüsehel \W. Er ist deshalb durch je drei 
„seiner collinearen Räume, die in keinem Baumbüsehel liegen, 
,, ebenso bestimmt, wie durch die zuerst angenommenen Räume 
,,2, 2^, Sg. Zwei in |Sg| enthaltene Raumbüschel haben alle- 
„ mal eineu ihrer collinearen Räume gemein ; " 
und zwar entspricht dieser Raum der Ebene, welche die ent- 
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sprechenden beiden Ebenenbnacliel von S mit einander 
Ilaben. 

Der lineare Büadelcomplex \S^\ und der EaumbSndel iS^I er- 
zeugen sieb gegenseitig, oder „ruhen auf einander" und „tragen 
oder stützen sich." Denn die eolliuearen Gebilde einer jeden dieser 
Mannigfaltigkeiten bestehen aus homologen Ebenen der Gebili3e 
der anderen. Der Complex jSjl ist auf jeden Raum S von IS^I 
eindeutig, oder wie wir sagen dürfen, projectiv bezogen; nämlich 
einer beliebigen Ebene a von 2 entspricht der Bündel von \Sg', 
welchen a mit den homologen Ebenen der übrigen Räume von 
|2g| bildet. Den oo* Ebenenbiischeln und den oc^ Bündeln von 
S entsprechen die c>o* Bündelreihen \Si\ und die oc^ Bündelnetze 
ISjI von jSgl- Weil zwei resp. drei Bündel des Raumes 2 einen 
Ebenenbüschel resp. eine Ebene gemein haben, so haben zwei resp. 
drei Bündelaetze von \S^\ allemal eine Bündelreihe resp. einen 
Bündel gemein. Ebenso haben ein Bündelnetz nnd eine Bündel- 
reihe von |Sg[ allemal einen gemeinsamen Bündel, und zwar einen 
einzigen, wenn nicht das Netz die Reihe enthält. Jedes Netz ISj] 
von Sgl erzeugt ein Netz \P^' homologer Bündel der coUinearen 
Räume von ISgl {vgl. Seite 68); seine cubische Ordnnngsfläche 
enthält die Mittelpunkte der Bündel beider Netze und möge eine 
„Ordnungsfläche von \S^\ und jS^j" heissen. Also: 

,,Jede cubische Ordnungsfläche F^ des ßaumbündels |2gj und 
„des Bündelcomplexes \S^\ verbindet oo^ homologe Punkte der 
„Räume von IS^I und ist zugleich die Ordnnngsfläche eines 
„Bündelnetzes 1-.%! von |Sg;." 

Nach dem Vorhergehenden enthält der Complex \S^\ jede 
Bündelreihe, welche durch zwei, und jedes Bündelnetz, welches 
durch beliebige drei seiner oc^ coUinearen Bündel bestimmt ist, 
nnd jede Reihe hat mit jedem Netze von \S^\ einen Bündel ge- 
mein. Daraus folgt: 

„Der lineare BGndelcomplex |Sg| ist nebst dem Raumbündel ,2^1 

„bestimmt durch je vier seiner coUinearen Bündel S, Sj, S^, 

„Sg, die in keinem Bündelnetze liegen." 

Er besteht nämlich aus den oc^ coUinearen Bündeln der Reihen, 

welche die cc^ Bündel des Netzes {S S^S^) mit dem Bündel S^ 

bestimmen. 

Um von der gegenseitigen Lage der cubiscben Ordnnngs- 
flächen und Ordnungscnrven von l^^l und jS^I eine bessere An- 
schauung zu gewinnen, wollen wir den Baum TT, welchen die 
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Mittelpunkte der oc^ Bündel von 'Sgl bilden, in folgeudei- Weise 
auf einen Punktraum TT^ projectiy "beziehen oder auf ihm ,, ab- 
bilden". Wir beziehen IT^ reciprok anf die collinearen Räume 
2, S,, 2^, . . . des Eaumbündels jSgj; jedem Punkte Ä^ von fT^ 
entsprechen dann in den oo^ Eäumen von |2j| die Ebenen a, ctj, 
Oj, , . . eines Bündels von \S^\. zugleich aber entspricht ihm in 
TT der Mittelpunkt S dieses Bündels, Umgekehrt entsprechen dem 
beliebigen Punkte S von IT, wenn wir ihn zu den collinearen 
Räumen S, ^^, 2^, . . . rechnen, in dem reciprokeu Räume IT^ 
die oo^ Ebenen des zu S homologen Punktes yl,, und wenn S 
den Raum !T durchläuft, so beschreiben diese Ebenen die ex; ^ col- 
linearen und zu IT reciprokeu Räume eines Raumbündels. Die 
projective Beziehung der Räume TT und U; ist demnach eine wech- 
selseitig eindeutige. Wenn von den homologen Punkten A^ von 
TT^ und '^ viiu Tl der eine eine Gerade oder Ebene durchläuft, so 
beschreibt det andere eine cubische Raumcurve oder Fläche. Hieraus 
und au'. den voi hergehenden Sätzen ergiebt sich: 

„Dei Raum TT, welchen die Mittelpunkte der Bündel von |Sj| 
„bilden, ist auf dem Räume ll^ Punkt für Punkt so abgebil- 
„det, dass die oc' cubischen Ordnungsflächen F^ und die o;* 
„cubischen Ordnungscurven fc^ von \Sg], die wir zu Tl rechnen, 
„den -\.^ Ebenen (p^ und den oc* Geraden k^ von IT^ ent- 
„aprecheu. Den Ebenen und Geraden von Tl entsprechen ebenso 
,,in Tf, cubische Flächen und Raumcurven. Jede Ordnungscurve 
„fc^ in TT ist zu der entsprechenden Geraden Jc^ von ITj projec- 
„tiv. Jede Orduungsfläche .F^ in Tl ist auf der entsprechenden 
„Ebene tp^ von TTj in der Weise abgebildet, dass ihren oc^ Ord- 
„nungseurveu k^ die (^c^ Geraden von <^, entsprechen." 

Wir nennen diese projective Beziehung der beiden Punkt- 
räume TT, TF^ eine „cubische Verwandtschaft"*). Zu jedem Punkte 
des einen Raumes bann der entsprechende des anderen construirt 
werden, sobald drei beliebige coUineare Räume S, S^, Sg von [Sgl 
und deren reciproke Beziehung zum Räume 1 fj gegeben sind. Als 
Ordnungscurven und Ordnungsflächen von TT oder TTj bezeicknen 
wir die cubischen Raumcurven und Flächen dieser Räume, welche 
den Geraden und Ebenen von ITj resp. TT entsprechen. Eine be- 



*) UnabMngig von der Polaren theo tie hat zuerat Cremona (in Crelle's 
Journal für Mathematik Bd. 68 S. 72—75) diese Verwandtschaft begründet; 
später Nöther (Math. Annale« Bd. 3 S. 552) nnd E. Sturm (Math. Ann, Jg 

S. 480). 
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liebige dieser Ebeuco enthält i. A. höchstens sechs Hauptpuubte, 
denen auf der liomologen Ordnuugsfläche alle Punkte je eines 
Hauptstrahles entsprechen (Seite 79), während den übrigen Punk- 
ten der Ebene nur je ein Punkt der Ordnungafläehe entspricht. 
Also: 

„Jeder der beiden Räume TT, TTj enthält i. A. unendlich viele 
„Hauptpunkte, denen je ein Hauptstrahl des andern Ilanmes 
,, entspricht. Der Ort dieser Haiiptpunkte ist eine Raumcurve 
„sechster Ordnung ft^ oder k\, die Kerncurve vonHresp. H^. 
„Jedem Hauptpunkte von Hj entspricht in dem linearen Biiodel- 
„Complexe \Sg\ ein ausgearteter Bündel, nämlich ein Ebenen- 
,,büachel, dessen Äxe ein Hauptstrahl von H ist. In jedem 
„Hauptstrahle von H schneiden sich also oc^ homologe Ebenen 
„der Räume von |Sg|" (vgl Seite 80). 

Weil eine Ebene von Tt oder ITj mit jedem Hanptstrahle 
dieses Raumes einen Punkt gemein hat, so enthält ihre homologe 
Ordnnngsfläche den entsprechenden Hauptpunkt des anderen Rau- 
mes. Also : 

„Die cubischen Ord nun ^flächen des Raumes H oder H, gehen 
„alle durch die Kerncurve k^ resp. hf dieses Raumes. Je zwei 
„oder drei dieser Flächen schneiden sieh ausserdem in einer 
,,cubischen Ordnungseurve resp. in einem Punkte;" 
denn die ihnen entsprechenden Ebenen schneiden sich in einer Ge- 
raden resp. in einem Punkte. Weil drei beliebige Punkte von 11^ 
oder TT durch eine Ebene, zwei Punkte aber durch eine Gerade 
verbunden werden können, so ergiebt sich: 

,,Die Kerncurve k^ oder 7cJ kann mit drei beliebigen Punkten 

„und ebenso mit drei beliebigen Hauptstrablen von TT resp. T(j 

„durch eine cubische Ordnungsfläche dieses Raumes, und mit 

„zwei Punkten oder einer cnbischen Ordnungscnrve des Raames 

„durch einen Büschel cubischer Flächen verbunden werden." 

Jede cubische Ordnnngsfläche F^ des Raumes H ist zugleich 

die Ordnungsfläehe eines Bündelnetzea von IS^j, und die Bündel 

dieses Netzes schicken oc^ homologe Ebenen durch jeden Punkt 

von F^. Nun gehen aber alle Orduuugsflächen von TT durch die 

Kerncurve h^; die Bündel des linearen Bündelcomplexes \Sg\ schicken 

folglich cc° homologe Ebenen durch jeden Punkt H von 7s^ und 

der Raum, welchen diese Ebenen in dem Raumbündel |Sg| bilden, 

artet aus in den Bündel li. Also: 

„Die Kerncurve k^ ist der Ort der Pnnkte, in welchen je oc^ 
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„homologe Ebenen der Bündel von \S^\ sich schneiden; sie wird 

„durch beliebige vier dieser collinearen Bündel erzengt. Jeder 

„Punkt II von Ä* ist von einem anagearteten Räume des Raum- 

„ bündeis IS^I der Doppel- oder Mittelpunkt." 

Umgekehrt liegt auf k^ der Mittelpunkt jedes Bündels, in welchen 

ein Raum von |Sg| ausartet, weil die Bündel von \S^\ homologe 

Ebenen durch ihn schicken, und weil er folglich auf allen en- 

bisehen Ordnuugsflächen von | S^ \ liegt. Insbesondere ergiebt sich 

(Seite 125): 

„Die Kerucarve k^ ist den Haupttetraedern der oo^ Raunibüscbel 
„von [Sgl nmscbriebeu." 

Sei hl ein Hauptstrahl von 11^ und II der entsprechende 

Hauptpunkt von IT, Jedem Punkte Ai von Aj entsprechen dann 

in den zu TT^ reciproken Räumen S, S^, Sg drei homologe Ebenen 

a, a^, «2, die in ff sieh sehneiden; und wenn A^ den Hanptstrahl 

h^ durchläuft, so beschreiben a, a, und a^ drei projective Ebenen- 

büsohel, deren Äsen durch H gehen und einander eutspreehen. Da 

nun S, S^, Sg drei beliebige Räume von |3g| sind, so ergiebt sich: 

,,Von den ac^ collinearen Räumen des Raumbündels |2j[ gehen 

„homologe Strahlen durch jedeu Punkt H der Kerncurve k^; 

„zugleich ist H der Mittelpunkt von oc* Bündeln des linearen 

„ Bündelcompiexes \Sg\." 

Im Allgemeinen kommt A^ auf h^ dreimal in solche Lage, 
dass a, a^ und % in einer Geraden sich schneiden (I. Äbtb. 
Seite 129), und auf h^ liegen folglieh i. A, drei Hauptpunkte von 
IT^, denen drei durch fi" gehen de ^ Hau ptatrahlen von TT entsprechen. 
In diese drei Hauptßtrahlen zerfällt die Ordnungscurve von TT, 
welche dem Hauptstrahie Aj von TF^ entspricht. Also: 

„Die Hauptstrahlen von llj^ (und ebenso die von TI) haben mit 
„der Kerncurve kl (resp. k^) dieses Raumes je drei Punkte ge- 
„mein, sind also Doppelsehnen der Ourve. Einem beliebigen 
„Punkte der einen Kerncurve entspricht allemal eine Doppel- 
„sehue der anderen. Durch den Punkt gehen i. A. drei Dop- 
„pelsehnen der ersteren Kemcnrve, welche zusammen eine Ord- 
„unngscurve bilden, und welchen auf der letzteren Kerncurve 
„drei Punkte der homologen Doppelsehne entsprechen." 

Weil den Punkten eines Hauptstrahles ein und derselbe Haupt- 
punkt entspricht, und weil jeder Punkt, welchem mehrere Punkte 
entsprechen, ein Hauptpunkt ist, so ergiebt sich: 

„Zwei incidente Hauptstrahlen von ff oder flj schneiden sich 
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„in einem Hauptpunkte dieses Raumes; dem Hauptpunkte ent- 

„sprieht in TI^ resp. 11 die Verbindungslinie der beiden Haupt- 

„ punkte, welche den incidenten Hauptstrahlen entsprechen." 

Die Fläche (achter Ordnung) der Doppelsehnen von k^ oder h\ 

hat demnach keine anderen mehrfachen Punkte als die Punkte 

der Kerncurve; durch diese aber geht sie dreimal. 

Die oc^ eoUinearen Räume von l^^l schicken oc^ homologe 
Ebenen durch jeden Hauptstrahl h, von TT (Seite 130). Daraus 
folgt: 

„Die Doppelsehnen h der Kerncurve k^ sind die Äxen je eines 

„ausgearteten Bündels von \S^\ und gemeinsame Strahlen der 

„oQ^ tetraedralen quadratischen Strahlencomplexe , welche die 

„oc^ Raumbüschel |Sj| des Raumbündels [^g( durch die homo- 

„logen Ebenen ihrer Räume erzeugen." 

Die vier Hauptpunkte eines solchen Raumbüschels !21^| können mit 

jeder Ordnungscurve k^ von [S^l und [S^\ durch eine ^ 

i^äche zweiter Ordnung verbunden werden. Denn in den 

eollinearen Bündeln von \S^\, welche die h^ erzeugen, entsprechen 

dem Raumbüschel |S^| homologe Ebenenbüschel (Seite 128); diese 

aber erzeugen zu zweien jene Fläche zweiter Ordnung. Wir 

scbliessen daraus: 

,,Die tx;^ Flächen zweiter Ordnung, welche durcb eine cubische 
„Ordnungscurve Ä:^ von |Sg| gehen, schneiden die Kerncurve A^ 
„in den Hauptpunktquadrupeln der oc ^ Raumbüschel von [S^j. 
„Dasselbe gilt von den cc^ Kegeln zweiter Ordnung, welche 
„durch drei, in einem Punkte von k^ sich schneidende Doppel- 
„ sehnen dieser Kerncurve gelegt werden können;" 
denn in diese drei Doppelaehneu zerfällt ja eine Ordnungscurve 
von ISgl. 

Durch die Hauptpunktquadrupel und die Doppelsehneu von 
h^ sind die zugehörigen tetraedralen Strahlencomplexe und Raum- 
büschel |Si| bestimmt (vgl. Seite 6). Auch der Raumbün- 
del |2g| ist deshalb durch die Kerncurve h^ bestimmt, mit 
ihm aber auch der Bündelcomplex \S^\. 

Enthält eine Gerade f von TT einen Hauptpunkt H dieses 
Raumes, so zerfällt die ihr entsprechende Ordnungscurve von H^ 
in den homologen Hauptstrahl ft[ und einen zu f projectiven Kegel- 
schnitt ff. Der Ebene (pj von f\ entspricht in TT eine cubische 
Fläche F^, diese aber hat mit den Ebenen von f ausser der Ge- 
raden f noch Kegelschnitte gemein, denen in 9^ die Strahlen eines 
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Hauptpunkten H^ entspi ecken (Seite 8i); durcb die von li^ ver- 
schiedenen Hauptpunkte der Ebene ^j geht der Kegelschnitt f\. 
Den Strahlen f , f , von H, die mit f in irgend einer Ebene 

X liegen, ent^pieehen auf der zugehörigen Ordnungsfläehe L^ von 
rfj Kegelschnitte, deien Ebenen 9/, 9/' . . . alle durch eine Ge- 
rade Ij von Lf gehen; und zwar entspricht l^ dem in \ liegen- 
den Kegelschnitte P der Fläche F^, geht also durch den Haupt- 
punkt Hj^. Also; 

,,Den Geraden f eines beliebigen Hauptpunktes II von H ent- 
„sprechen in IT^ Kegelschnitte, deren Ebenen tp, alle durch 
.,, einen Hauptpunkt Hi von l'f^ gehen; den Geraden /, von H^ 
„entsprechen ebenso Kegelschnitte in II, deren Ebenen \ durch 
„H gehen. Wird jeder dieser Geraden f und /, die Ebene ^j 
„resp. 'f. des entsprechenden Kegelschnittes zugewiesen, so wer- 
,,deu die beiden Bündel H, H^ reciprok. Je zwei einander ent- 
„ sprechende Punkte der Räume TT und ITj werden aus // und 
,,iJj durch conjugirte Strahlen dieser reeiproken Bündel pro- 

,,Uie beiden Kerncurven k^ und k^ sind demnach Punkt für 
,, Punkt eindeutig auf einander bezogen. Zugleich ist jedem 
,, Punkte ff von k^ eine Doppelsehne h dieser Kerncurve zu- 
„ gewiesen; dieselbe entspricht dem homologen Punkte jff^ von 
„kf. In gleicher Weise sind die Punkte und Doppelsehneu 
„von kl paarweise einander zugewiesen," 

Projicirt die Gerade f von H einen zweiten Hauptpunkt H 
von rr, so zerfällt f^ in den entsprechenden Hauptstrahl h/ von 
TI, und eine Sehne f^ von h^ ; die Ebene cp, verbindet in diesem 
Falle k^' und f^ mit ZTj. Also: 

,,Ia den reeiproken Bündeln if, H^ entsprechen einander die 
„Strahlen und Ebenen, welche aus ff die Punkte von k^ und 
„aus ffi die homologen Doppelsehnen von k^ projieiren. Die 
„ Doppel sehnen von kf werden aus dem beliebigen Punkte fi"j 
„ dieser Kerncurve durch die Ebenen eines Kegels fünfter Claase 
„ projicirt ; dieser ist dem Kegel fünfter Ordnung reciprok, 
,, durch welchen k*^ aus II projicirt wird. Den drei Doppel- 
,, strahlen des letzteren Kegels entsprechen drei doppelt berüh- 
,,rende Ebenen des ersteren." 

Die Doppelsehne h^ von kf, welche dem Punkte H von Jc^ 
entspricht, wird von drei paar anderen Doppelsehnen in je einem 
Punkte von k^ geschnitten. Diese Doppelsehnenpaare entsprechen 
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deu drei Punktepaaren, welche die Kerucurve k^ mit ihren durch 
H gehenden drei Doppelsehuec ausser IT gemein hat, und werden 
ans ffj durch die eben erwähnten drei üoppelebeneu des Kegels 
fünfter Clasae projicirt. Beiläufig folgt: 

,,Die drei paar Doppelsehnen von kf, welche eine beliebige 
„Doppelsehne k^ dieser Kerncurve sehneiden, liegen in drei 
„Ebenen des entsprechenden Pnnttes H^ ¥on kf." 



Fünfzehnter Vortrag. 

Bündel von Fläclien zweiter Ordnung, 



Zu einem wichtigen Specialfalle der cubischen Raumverwandt- 
sehaft gelangen wir mit Hülfe von drei räumliehen Polarsysteraen, 
die in keinem Büschel liegen. Bezüglich dieser Polarsysteme hat jeder 
Punkt Ä drei Polarebenen et, a^, »g; er ist dem Schnittpunkte A 
dieser Ebenen dreifach conjugirt. Wenn der Punkt A' einen Raum 
Tl' durchläuft, so beschreiben seine Polarebenen drei coüineare, zn 
TT' reeiproke Käume 3, S,, 2^; zugleich beschreibt ihr Schnitt- 
punkt A einen zu TT' cnbisch verwandten Raum TT (Seite 129). 
Uehrigens liegen die beiden Punkträume TT und IT' involutorisch; 
denn die drei Polarebeneu von A schneiden sich in A', vind jedem 
der beiden Punkte A, A' von TT' entspricht der andere in ][. 

Von den drei coUinearen Räumen ^, Sj, S^ bestimmen die 
beiden ersteren einen Raumbüschel |2,|, dessen oo' coUineare 
Räume alle zu TT' reciprok sind. Diese oc^'- Räume liegen ebenso 
wie S und 2^ zum Räume TT' involutorisch und bilden mit Tf 
einen Büschel räumlicher Polarsysteme (Seite 16, 17), Jeder Raum 
von [S,| bestimmt mit S^ wiederum einen Büschel collinearer 
Bäume, die zu TT' reciprok sind und mit TT' einen Büschel räum- 
licher Polarsystenie bilden. Ueberhaupt bestimmen S, 2j und 
Sg einen Bündel |Sg| collinearer Räume, diese Räume aber sind 
alle zu TT' reciprok und bilden mit W einen ,, Bündel räumlicher 
Polarsysteme," Die Gesammtheit der Ordnungsflächen dieser cc^ 
Polarsysteme nennen wir einen Bündel oder ein Netz von Flachen 
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zweiter Ordnung F^, oder kürzer einen „ i^'^-Bündel ". Die i 
von ISjjI erzeugen durch ihre homologen Ebenen einen Complex 
jSg] von oc^ eolHnearen Bündeln, die aus den Pokrebenen je eines 
Punktes von TT' bestehen. Es gelten demnach die Sätze: 

„Drei Flächen zweiter Ordnung, die nicht in einem i^^-Biischel 
„liegen, bestimmen einen i''^-Bändel, Der F^-Böndel besteht aus 
„oc^ Flächen zweiter Ordnung und enthält jeden durch zwei seiner 
„Flächen gehenden i^^-Bösehel; er ist bestimmt durch je drei 
„seiner Flächen, die nicht in einem F^-Büaehel liegen. Einem 
„beliebigen Punkte A' ist bezüglich des F^-Biindeis, d. h, be- 
„aüglich aller seiner Flächen, ein Punkt A conjugirt; die Polar- 
„ebenen von A' bezüglich dieser Flächen bilden den Bündel A. 
„Die Polaren beliebiger Punkte A', B', 0' . . . bezüglich der 
„einzelnen Flächen des J'^-Bündels sind homologe Ebenen col- 
„linearer Bündel A, B, C, . . ., die in einem linearen Büudel- 
„eomplese \S^\ enthalten sind. Der ii^^-Bündel ist auf Jeden 
„Bündel A von \S^\ projectiv bezogen, und zwar entspricht 
„jeder seiner Flächen die Polare von A' bezüglich der Fläche, 
„jedem seiner F^- Büschel also ein Ebenenbüschel erster Ord- 
„nung von j^l." 
Weil zwei Ebenenbiischel erster Ordnung von A allemal eine Ebene 
gemein haben, so ergiebt sich: 

„Zwei in dem /''^-Bündel enthaltene ii^^-Büschel haben allemal 
„eine Fläche gemein, nämlich die reelle oder imaginäre Ord- 
„nungsääche eines reellen räumlichen Polarsystem es." 

Zu jedem Punkte A' kann der conjugirte Punkt A construirt 
werden, wenn irgend drei in keinem F^-Büschel liegende Flächen 
des Bündels gegeben sind. Wenn die drei Flächen einen Punkt 
gemein haben, so ist dieser sieh selbst conjugirt und liegt auf 
allen Flächen des Bündels, 

,,Älle durch sieben gegebene Punkte oder durch eine eubische 

,,Raumcurve gehenden Flächen zweiter Ordnung bilden demnach 

,, einen i^^-Bündel. Die Flächen eines nicht specieJlen i'^'^-Bün- 

„dels haben höchstens acht Punkte gemein, von denen jeder 

,, durch die sieben übrigen eindeutig bestimmt ist" (Seite 21). 

Ich habe diese Punkte acht „assoeiirte Punkte" genannt; sie 

sind die „Knotenpunkte" oder „Basispunkte" des F^-Bündels, 

und bilden dessen ,, Basis". Eine eubische Raumeurve ist die 

„Knotenlinie" oder „Basis" eines speciellen J^^-Bündels. Die 

ersten Polaren der Punkte einer Ebene bezüglich einer cubischen 
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Fläche biliüeu einen if"^- Bündel (vgl. Seite 99); wir werden aber 
sehen, dass dieser Bündel kein allgemeiner ist. Die acht Eckpunkte 
eines Parallelepipedou sind associirt und bilden die Basis eines spe- 
ciellen ^^-Bündels, welcher sechs Bbenenpaare enthält. 

„Bezüglich eines i''®-Biindels sind den Punkten einer belie- 
„bigen Geraden h oder Ebene tp die Punkte einer cubischen 
„ Ordnungscurve h^ resp. Ordnungsfläche F^ des zugehörigen 
„ Biindelcomplexes \S^\ eonjugirt. Die reciproken Polaren der 
„Geraden h bezüglich der Flächeu des F^-Bündela sind die 
„Sehnen der Raumcurve h^. Die Pole der Ebene (p bezüglich 
„dieser Flächen und insbesondere die Mittelpunkte aller Kegel 
„des Bündels liegen auf der Ordnungsfläche f^." 
Nämlich die Polaren der Punkte von h oder 9 bezüglich der 
Flächen des i''^-Bündels bilden die collinearen Bündel einer Reihe 
\S^\ resp. eines Netzes |S | ^on \b^\ und erzeugen die Ordnungs- 
curve k^ lesp Oidnungiiflache F^ Die homologen Polaren jeuer 
Punkte aber schneiden «ich 111 je emei Sehne YOn k^ resp. in je 
einem Punkte von F^ und zwai ist leiie Sehne die Polare von k, 
und dieser Punkt der Pol \on 9 in Bezug auf eine Fläche des F^- 
Bündels. — BicLt be Ebene 9 in dis Unendliche, so ergiebt sich: 
„Die Mittelpunkte der P laden def i* ^-Bündels liegen auf einer 
„Cßbiaehen Flache Diese enthalt ille Punkte, deren conju- 
„girte unendlich fern hegen, und halbirt deshalb die 28 Ver- 
„bindimgslinieu der acht Knotenpunkte des i^^-Bündels." 
Durch den beliebigen Punkt Ä gehen von dem Bündel Ä seiner 
Polaren die Ebenen des Büschels AÄ'; diese Ebenen aber berühren 
in Ä' die ihnen entsprechenden Flächeu des J''^- Büschels. Also: 
„Durch einen beliebigen Punkt Ä gehen unendlich viele Flächen 
„des J*^*-Bündels, und zwar bilden sie einen if'^-Büschel, dessen 
„Gruudcurve iu Ä von der Geraden ÄA berührt wird," 
Durch jeden nicht auf der Grundcucve liegenden Punkt B geht 
eine einzige Fläche des Büschels; dieselbe geht, wenn B auf A'A 
liegt, durch diese Gerade. Also: 

,,Zwei beliebige Punkte A', B können durch eine und i. A. nur 
„durch eine Fläche des J^^-Bündels verbanden werden. Durch 
„jede Gerade, welche zwei conjugirte Punkte Ä, A' verbindet, 
„geht eine Fläche des Bündels." 

Durch eine beliebige Fläche F\ des i''^-Bündels gehen ein- 
fach unendlich viele F^-Büschel desselben; diese Büschel verbin- 
-den -F? mit den cc^ Flächen eines beliebigen i''^-Büschels des 
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Bündels. Die Fläcbe Fl wird demnach von den übrigen Flächen 
des Bündels nicht in oo^, sondern nur in oc^ Eaumcurvea vier- 
ter Ordnung gesclmitteii. Für die auf Ff liegenden Geraden aber 
ergiebt sich (vgl. Seite 32): 

„Der /''^-Bimdel wird von jeder Geraden, die auf einer seiner 
„Flächen liegt und durch keinen Knotenpunkt geht, in einer 
„Punktinvolution geschnitten. Die Doppelpunkte der Involu- 
„tion sind conjugirt bezüglich des ii^-Bündels." 

Da alle durch einen Punkt A gehenden Flächen des Bündels 
eineu ii^^-Büschel bilden, so sind ihre durch A gebenden Geraden 
lauter Sehnen der Grundcurve dieses Büschels, Jede Sehne dieser 
Curve liegt auf einer Fläche des Büschels (Seite 19); und weil 
die Curve aus A durch einen Kegel dritter Ordnung projicirt wird 
(Seite 77), so ergiebt sich: 

„Die Geraden der Flächen des -f'^^- Bündels bilden einen 
„Strahlencomplex dritten Grades, welcher die Strahlen aller 
„Knotenpunkte des i^'^-Bündels enthält. Die Verbindungslinien 
„der Knotenpunkte sind Doppelstrahlen des Complexes. Der Com- 
„plex enthält die Verbindungslinien conjugirter Punkte." 
Von einer beliebigen Ebene tp wird der i^'^-Bündel in einem Ke- 
gel sehn ifctnetze geschnitten, dessen Strahlenpaare auf den die Ebene 
berührenden Flächen des Bündels liegen. Bekanntlich liegen die 
Berührungspunkte auf einer Curve c^ dritter Ordnung, die Strahlen- 
paare aber umhüllen eine Curve dritter Classe (I. Abth. Seite 238). 
In c^ wird die Ebene 9 von der cubischen Fläche geschnitten, 
deren Punkte den Punkten von tp conjugirt sind. Die Punkte von 
c^ sind paarweise conjugirt bezüglich des F^-Bündeis. 

„Die Mittelpunkte aller in einem iJ^^-Bundel enthaltenen 
„Kegel zweiter Ordnung liegen im Allgemeinen in einer Kaum- 
„curve k^ sechster Ordnung. In dieser Kerucurve des F^- 
„ Bündels schneiden sich die cubischen Ordnuugsflächen F^ des 
„zugehörigen Bündelcompleses iSgl." 
Nämlich den Punkten von zwei beliebigeu Ebenen 9 und y sind 
hinsichtlich des F^-Bündels die Punkte von zwei cubischen Ord- 
nungsfiächen F^ und G" conjugirt, welche jene Mittelpunkte und 
alle den Schnittpunkten von 9 und y conjugirten Paukte mit ein- 
ander gemein haben (Seite 136). Die letzteren Punkte liegen auf einer 
cubischen ßaumcurve; die vollständige Schnittlinie von F^ und G^ 
aber ist eine Raumcurve neunter Ordnung (Seite 78), und zer- 
fällt in diese cubische Raumcurve und die im Sat 
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ßaumeurve h^ sechster Ordnung. Jedem Punkte der letzteren, 
welche, wenn F^ und G^ sieh längs einer Linie berühreu, auf 
eine Curve von niedrigerer Ordnung sich redneirt, ist ein Punkt 
von 9 und zugleich ein anderer Punkt von f conjugirt, und damit 
die Verbindungslinie beider Punkte; worans folgt: 

„Jedem Punkte Q der Keracurve k^ sind hinsichtlich des F^- 
„ Bündels alle Punkte einer Geraden q conjugirt; nnd wenn 
„irgend einem Punkte Q eine Gerade q conjugirt ist, so liegt 
,,er auf der Kerncurve." 

Bewegt sieb auf dieser Geraden ^ ein Punkt P, so beschreiben 
seine Polaren in Bezug auf irgend drei Flächen des Bündels drei 
projeetive Ebenenbüaehel, deren Äxen durch Q gehen. Im All- 
gemeinen kommt deshalb P dreimal in solche Lage, dass seine 
Polaren durch eine und dieselbe Uerade gehen (I. Abth. Seite 129), 
d. h. es liegen auf q im Allgemeinen drei Punkte von k^, und 
deren conjugirte Geraden gehen durch Q. Wir wollen die Gerade 
q eine „ Doppel sehne " von h^ nennen, und erhalten den Satz: 
„Bezüglich des P^-Bündels ist jedem Punkte der Kerncurve k''' 
,,eine Doppelsehne der Curve conjugirt. Auf der Doppelsehne 
„liegen im Allgemeinen drei Punkte von k^ und durch den 
„Punkt von k^ gehen im Allgemeinen drei Doppelsebnen dieser 
„Curve." 

Zwei bezüglich des P*-Bündels conjugirte Punkte sind auch 
bezüglich aller in dem Bünde! enthaltenen Kegel zweiter Ordnung 
conjugirt. Wir scbliesaeu daraus: 

„Die Paare conjugirter Punkte werden aus eiuem beliebigen 
„Punkte P der Kerncurve k^ durch Paare conjugirter Strahlen 
,, eines polaren Bündels projicirt, dessen Ordnungskegel in dem 
„i^^-Bündel liegt. Die Punkte von k'^ und die ihnen conjugir- 
„ten Doppelsehnen werden aus P durch Strahlen des polaren 
,, Bündels und durch deren Polarebenen projicirt." 

Auf k^ liegt jeder Punkt, dessen Polaren in Bezug auf irgend 
zwei Flächen des P^-Bündels zusammenfallen; denn nimmt man 
eine dritte Fläche des Bündels hinzu, so ergiebt sich sofort, dass 
dem Funkte alle Punkte einer Geraden conjugirt sind. 

„Der Kerncurve k'^ ist demnach das gemeinschaftliche Polt«- 
,,traeder von je zwei Flächen des P^-Böndels eingeschrieben; 
„die Ebenen dieses Tetraeders gehen durch je eine Doppelsehne 
,,vonÄ:^, welche dem gegenüberliegenden Eckpunkte conjugirt ist." 
Der Kerncurve k^ können i. A. keine Pentaeder eingeschrieben 
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werden, wie der besonderen Kerucurve C^, welche in Bezug anf 
eine cubische Fläche zu einer Ebene tu gebort (vgl. Seite 107). 
Die ersten Polaren der Punkte einer Ebene bezüglich einer ca- 
bischen Fläche bilden deshalb einen speciellen ^^-Bündel. 

Die cubische Fläche F^, deren Punkte den Punkten einer be- 
liebigen Ebene 9 conjugirt sind bezüglich des i''^-Bündels, enthält 
i. Ä. sechs Doppelsehnen der Kerncurve k^; dieselben entsprechen 
den sechs Schnittpunkten von 9 mit h^. Der Verbindungslinie 
von zwei dieser sechs Punkte entspricht auf F^ eine Gerade 
(Seite 81); den Punkten einer Sehne der Kerneurve sind also die 
Punkte einer Geraden, und zwar einer anderen Sehne, conjngirt. 

Wir wollen zu dem ^^-Bündel auch die 00^ Grundcurven 
seiner f ^-Büschel rechnen; diese Curven haben die Knotenpunkte 
des Bündels mit einander gemein, und durch jeden anderen Punkt 
P geht eine von ihnen (Seite 136). Liegt derPunktP auf der Kern- 
eurve k^, so wird die durch ihn gebende Grundcurve aus ihm durch 
einen Kegel des J^^-Bündels projicirt und hat P zum Doppelpunkte. 
Im Falle von acht reellen Knotenpunkten zerfallen 28 Grundcurven 
in je eine cubische Eaumcurve durch sechs und eine Gerade durch 
die zwei übrigen Knotenpunkte. Diese 28 zerfallenden Grund- 
curven haben je zwei Doppelpunkte (Seite 21) und werden aus 
ihnen durch Kegel des P^-Bündels projicirt; die 28 Verbindungs- 
linien der acht Knotenpunkte des P^-Bündels sind demnach Sehnen 
seiner Kerneurve h^. 

Ein ps-Bösehel enthält i. Ä. vier Kegel (Seite 35). Daraus 
folgt: 

„Die Polaren eines beliebigen Punktes bezüglich der Kegel des 
,,i''^-Bündels umhüllen einen Kegel vierter Classe." 
Derselbe ist, beiläufig gesagt, kein specieller; er hat i. A. 28 Dop- 
pelsttahlen, welche dem Punkte in Bezug auf die 28 zerfallenden 
Grundcurven des Bündels conjugirt sind. 

unter den specielien J''*-Bündeln ist derjenige von beson- 
derem Interesse, dessen Flächen sich in einer Geraden g schneiden. 
Von drei beliebigen Flächen dieses Bündels schneidet jede die 
beiden übrigen in g und in zwei cubischen Raumcurven, welche 
g zur gemeinschaftlichen Sehne, und folglich im Allgemeinen und 
höchstens vier Punkte G mit einander gemein haben (II. Abth. 
Seite 200). Daraus folgt: 

„Der specielle /''^-Bündel, dessen Flächen durch eine Gerade g 
,, gehen, hat ausser den Punkten von g im Allgemeinen und 
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„höelistens vier Knotenpunkte G, die auf allen seinen Flächen 
„liegen." 
Weil Kwei beliebige Punkte im Allgemeinen durch eine einzige 
Fläche des ii' ^-Bündels verbunden werden können, nud weil anderer- 
seits durch neun Punkte, von denen drei auf g liegen, eine und 
im Allgemeinen nur eine (die Gerade g enthaltende) Fläche zwei- 
ter Ordnung gelegt werden kann, so ergiebt sich: 

„Die Flächen zweiter Ordnung, welche eine Gerade g mit vier 
„beliebig ausserhalb g angenommenen Punkten G verbinden, bil- 
„deu einen speciellen Ji'^-Biindel; derselbe enthält vier Eben en- 
„ paare." 
Von jedem der vier Ebenenpaare geht die eine Ebene durch drei 
der vier Punkte G und die andere durch die Gerade g und den 
vierten Punkt G. Die Kerncurve dieses speciellen Bündels zer- 
fällt in die vier Schnitt- oder Doppellinien dieser Ebeneupaare 
und die zweimal zu zählende Gerade g. Jeder Punkt von g ist 
Mittelpunkt eines Kegels des J'^-Bündels, 



Sechzehnter Vortrag. 

Das F^-Gebilscli, seine projective Beziehung auf ein 

räumliches System und die Steiner'sche Fläche 

vierter Ordnung. 



Vier Flächen zweiter Ordnung, welche nicht in einem F^- 
Bündei liegen, bestimmen ein ,, J^'^-Gebüsch" oder Gebüsch von 
Flächen zweiter Ordnung. Nämlich je awei Flächen zweiter Ord- 
nung, welche mit drei der gegebenen in einem F^-Biindel liegen, 
bestimmen mit der vierten einen neuen J^^-Bündel, dessen sämmt- 
liche Flächen wir zu dem i^^-Gebüsche rechnen. Jeder dieser 
■durch die vierte Fläche gehenden J'^-Bündel hat demnach mit 
dem Bündel, welchen die übrigen drei Flächen bestimmen, einen 
jF^-Büschel gemein; letzterer aber hat mit jedem i''^- Büschel, wel- 
cher in dem einen oder anderen Bündel enthalten ist, eine Fläche 
zweiter Ordnung gemein {Seite 135). Der i^^-Bundel, welchen die 
vierte Fläche mit irgend zwei Flächen des i''^- Gebüsches bestimmt, 
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enthält folglich aucli Flächen des i^'^-Bündels, welcher die andüren 
drei gegebenen Flächen verbindet, \ind gehört somit zu dem F^- 
Gebüsche. Daraus folgt; 

„Das ii'^-Gebiisch S enthält jeden i^'^-Büschel , welcher irgend 
„zwei seiner Flächen verbindet, also auch jei3en f ^-Bündel, 
„welcher durch beliebige drei seiner Flächen bestimmt ist. Ea 
„enthält dreifach unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, und 
„ist durch je vier seiner Flächen, die in keinem f^-Bündel 
„liegen, ebenso wie durch die zuerst angenommenen vier Flächen 
„bestimmt. Ein ii^^-BGschel und ein i''^-Bundel des Gebüsches 
„haben allemal eine seiner Flächen mit einander gemein." 
Das ii'^-Gebüsch, welchem die ersten Polaren aller Punkte bezüg- 
lich einer cubischen Fläche angehören {Seite 99), ist ein specielles; 
denn die Doppellinien seiner zehn Ebenenpaare bilden die Kanten 
eines Pentaeders (Seite 120), was bei dem allgemeinen i^^-Gebüsch» 
nicht der B""all ist. 

Wenn zwei Punkte in Bezug auf die gegebenen vier Flächen 
zweiter Ordnung conjugirt sind, so sind sie hinsichtlich des 
F ^- Gebüsches , d. h. in Bezug auf alle seine Flächen conjugirt 
(Seite 135). Wenn insbesondere ein Punkt auf den ersten vier 
Flächen liegt, also sieh selbst conjugirt ist, so gehen durch ihn 
alle Flächen des F^-Gebüsches. Beispielsweise bilden alle durch 
sechs beliebige Punkte gehenden Flächen zweiter Ordnung ein 
specielles F^-Gebüsch. Die sehr speciellen F^-Gebüsehe, in Be- 
zug auf welche jeder Punkt des ßaumes einem anderen Punkte 
oder sich selbst conjugirt ist, schliessen wir von unserer Unter- 
suchung aus. 

„Die Polaren beliebiger Punkte P, ß, fi, . . . bezuglich der 
„einzelnen Flächen des F'-CJehüsches sind homologe Ebenen 
„coilinearer Räume"; 
vorausgesetzt, dass keiner dieser Punkte sich selbst oder eiuem 
anderen Punkte hinsichtlich des Gebüsches conjugirt ist. Be- 
schreibt nämlich eine Fläche des Gebüsches einen F^-Büsehel oder 
F^-Bundel , so beschreiben die Polaren von F und Q bezüglich 
der Fläche zwei homologe Ebenenbüschel oder -Bündel der im Satze 
erwähnten eoUinearen Bäume (vgh Seite 135). Ans diesem Satze 
folgt ohne Weiteres: 

„Die Polaren einer Geraden PQ bezüglich der Flächen des Ge- 
„busches bilden i. Ä. einen tetraedralea quadratischen Strahleu- 
,,complex." 
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Jede Hauptebeue dieses Compleses ist die Polare von PQ bezüg- 
licii eines Kegels, welchei- ia dem Gebüsch enthalten ist und dessen 
Mittelpunkt auf PQ liegt. 

Weist man jeder Fläche des #^-Gebüsclies die Polare von P 
bezüglich derselben als entsprechende Ebene zu, so ergiebt sich: 
„Das -J^^-Gebüseh 2 ist auf ein räumliches System 2 j projectiv 
„so bezogen, dass jeder seiner Flächen eine Ebene von Sj 
,, entspricht und jedem seiner F^-Böschel ein zu ihm projectiver 
,, Ebenenbüschel erster Ordnung von Sj. Jeder Raumcurve C^'^ 
,, vierter Ordnung, in welcher zwei Flächen des Gebüsches sich 
„schneiden, entspricht in S^ eine Gerade als Schnittlinie der 
,, homologen beiden Ebenen; jeder Gruppe von acht associirten 
„Punkten, in welchen drei beliebige Flächen des Gebüsches sieh 
,, schneiden, entspricht in Ü^ der Schnittpunkt der entsprechen- 
,,den drei Ebenen." 
Umgekehrt entspricht einer beliebigen Geraden von 2l\ im All- 
gemeinen eine biquadratische Raumcurve G^'^ des jF^-Gebüsches, 
einem beliebigen Punkte von S^ aber eine Gruppe von acht asso- 
ciirten Punkten; doch sind diese acht Schnittpunkte dreier Flächen 
des Gebüsches und jene Eaumcnrve nicht immer reell. Auch die 
Flächen des Gebüsches, welche den Ebenen von Sj entsprechen, 
können zum Theil durch räumliche Polarsysteme vertreten sein, 
die keine reellen Ordnnngsflächeu haben. 

Durch einen beliebigen Punkt S gehen unendlich viele Flächen 
des Gebüsches, nämlich von jedem seiner f ^-Büschel eine; diese 
Flächen aber bilden einen i''^- Bündel und ihnen entsprechen im 
Baume 2^ die Ebenen eines Strahlenbüudels S^^. Also: 

,, Einem im f^-Gebüsche S beliebig angenommenen Punkte S 
,,und seinen associirten Punkten entspricht allemal ein Punkt 
,,i?i des Raumes 3j. Zwei Gruppen associirter Punkte können 
„durch eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art verbunden 
„werden, weil die entsprechenden beiden Punkte von 5^ auf 
„einer Geraden liegen; ebenso sind drei Gruppen associirter 
„Punkte allemal auf einer Fläche des Gebüsches enthalten. 
,,Drei beliebige Punkte können im Allgemeinen durch eine 
„einzige Fläche des Gebüsches verbunden werden; derselben 
,, entspricht die Verbindungs-Ebene der homologen drei Punkte 
„von Si." 

Die Strahlenhündel S und S^ sind, wie sofort einleuchtet, 
coilinear, wenn jeder Ebene oder Geraden von S^ die Berührungs- 
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ebene oder Tangente der ihr eufepreehenden Fläclie oder Eaum- 
curve iu S zugewiesen wird; nur wenn der Punkt S sich selbst 
asaociirt ist, tritt eine Auanahme ein, weil dann diese Tangenten 
aus ammenf allen. Daraus folgt: 

„Unendlich kleine homologe Raumtheila von 2 und 2, sind 
„coUinear, falls der Eaumtheil von S keinen sich selbst asso- 
„ciirten Punkt enthält." 

Wenn ein Punkt A eiue Gerade u beschreibt, so beschreiben 

seine Polareu in Bezug auf vier beliebige Flächen de.s I''*- Gebüsches 

vier projective Ebenenbüechel ; im Allgemeinen kommt deshalb der 

Punkt viermal iu solche Lage, dass seine vier Polaren sich in einem 

und demselbem Pimkte A' schneiden (IL Abth. Seite 201). Wenn 

einem Punkte bezüglich eines in dem Gebüsche enthaltenen F^- 

Bündels eiue Gerade conjugirt ist, so ist ihm hinsichtlich des F'^- 

Gebüsches ein Funkt der Geraden conjugirt. Hieraus ergiebt sich: 

„Die Punkte, welche paarweise conjugirt sind hinsichtlich des 

„i''^-Gebüsclies, liegen auf einer Fläche K* vierter Ordnung. 

„Die Fläche enthält die Kevncurven aller in dem Gebüsche ent- 

„halteuen F^-Böndel (Seite 138), also auch die Mittelpimkte 

,, aller Kegel des F^-Gebüsches. Sie wird nach Jacob Steiner 

,,die Kernfläche des Gebüsches genannt." 

Weil ein i''^-Büschel im Allgemeinen und höchstens vier 
Kegel enthält, so umhüllen die Poiarebenen dea beliebigen Punktes 
P bezüglich aller Kegel des ii^^-Gebüscbes eine Fläche vierter 
Classe; oder: 

„Den Kegeln des J^^-Gebüsches entsprechen in dem ßaume Sj 
„die Berührungs- Ebenen einer Fläche 'I* vierter Classe; diese 
„ist eindeutig auf die Kernfläche K* bezogen, indem jeder Be- 
„ rühruugs-Ebeue von $* der Mittelpunkt M des zugehörigen 
„Kegels auf K^ entspricht." 

Wir können zeigen, dass $* von der Berührungs-Ebene iu 
demjenigen Punkte M^ des Raumes Sj berührt wird , welcher dem 
Punkte M des i^^-Gebüscbes entspricht, dass also jedem Punkte 
der Kernfläche K* nicht nur eine Berührungsebene von $*, son- 
dern zugleich deren Berührungspunkt in 2, entspricht. Nämlich 
einer beliebigen Geraden g^ der Berührungsebene entspricht auf 
dem zugehörigen Kegel des Gebüsches eine Raumcurve vierter 
Ordnung; diese aber hat den Punkt M zum Doppelpunkt und 
schneidet in ihm zweimal die Kernfläche K\ wenn g^ durch M^ 
geht. In diesem Falle hat also ^j mit der Fläche von Sj, welche 
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der Kernfläclie des Gebüsches entspricht, zwei im 31^ sich ver- 
einigende Punkte gemein, und heröhrt sie in M^. 

Zugleich aber ist g als Schnittlinie von zwei unendlich nahe 
benachbarten Berührungsebenen der Fläche '5* aufnufassen, weil 
von den vier Kegeln zweiter Ordnung, welche durch die entspre- 
chende Kaumcurve gehen, zwei sich vereinigen (vgl. Seite 36). Und 
da M der Mittelpunkt dieser beiden zusammenfallenden Kegel ist, 
so wird $* in dem entsprechenden Punkte jy^ von j/^ und der zuge- 
hörigen Ebene des Raumes 2^ berührt. Damit ist der Satz bewiesen : 
„Den Punkten der Kernfläche K^ entsprechen in dem Räume 
,,2j die Punkte der Fläche 4'* vierter Classe." 

Jede Verbindungs- Gerade s von zwei associirten Punkten des 
-F^-Gebüsehes nenne ich einen „Hauptstrahl" des Gebüsches. Den 
beiden associirten Punkten entspricht im Räume Sj ein und der- 
selbe Punkt Py, einem beliebigen dritten Punkte von s entspricht 
in Sj ein Punkt Q^, und der Geraden Sj von 2j, welche P^ mit 
Q^ verbindet, entspricht folglich in dem jF^-Gebüsehe eine Raum- 
curve vierter Ordnung, welche mit s drei Punkte gemein hat, also 
in s und eine cubische Raumcurve zerfällt. Also: 

„Jedem Hauptstrahle s des J*^^- Gebüsches ist eine cubische Raum- 
,,eurve assoeiirt, von welcher er eine Sehne ist; durch ihn geht 
,,ein Büschel von Flächen des Gebüsches, und ihm entspricht 
„in dem Räume Sj eine Gerade Si-" 

Einem beliebigen Ebenenbüschel von Sj, dessen Axe mit s^ 
keinen Punkt gemein hat, entspricht ein f ^-Büsche! des Gebüsches; 
der ii^^-Buschel aber wird von s in einer Punkt -Involution ge- 
schnitten, deren Puuktepaare den einzelneu Punkten von s^ ent- 
sprechen. Daraus folgt: 

„Die Hauptstrahlen des ii'^-Gebüsclies sind Träger von Punkt- 
„Involutionen, deren Punktepaare aus je zwei associirten Punkten 
„bestehen; sie werden von den Flächen des Gebüsches in eben 
,, diesen Punktepaaren geschnitten. Die beiden sich selbst asso- 
,,ciirten Doppelpunkte einer solchen Involution sind conjugirt 
„hinsichtlich des i^^-Gebüsches und liegen folglich auf der 
,,Kemfläche K*. Alle Flächen des Gebüsches, welche durch 
,, einen sich selbst associirten Punkt gehen, berühren in ihm 
,,den Hauptstrahl, welcher den Punkt mit seinem conjugirten 
„verbindet." 

In dem später zu betrachtenden besonderen Falle, in welchem 
alle Flächen des Gebüsches einen Punkt mit einander gemein haben. 
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maehen übrigena die durch diesen Puukt gehenden Hauptstrahlen 
eine Ausnahme von diesen Sätzen. Aus dem vorhergehenden Be- 
weise folgt noch: 

„.Jede Gerade s, welcher iu 2^ eine Gerade s^ entspricht, ist 
„ein Hauptstrahl des 1''^- Gebüsches." 

Den durch s^ gehenden Ebenen von Sj entsprechen durch 
s gehende Flächen des i^^-Gebüsches , welche sich in dem Hauptr 
strahle s und der ihm associirteu cubisehen Raamcurve sehneiden. 
Weil s eine Sehne dieser Raumcnrve ist, so giebt es unter jenen 
Flächen im Allgemeinen zwei Kegel; diesen entsprechen zwei 
durch s^ gehende Berührungs- Ebenen der Fläche $*, deren Be- 
rührungspunkte beide auf Sj liegen, weil sie den auf s liegen- 
den Mittelpunkten der beiden Kegel entsprechen (Seite 144). 
Daraus folgt: 

„Jedem Hauptstrahles des .f'^- Gebüsch es entspricht in S^ eine 
„Doppeltangente s^ der Fläche $■* vierter Classe." 
Der Satz ist umkehrbar, wenn die Tangenten von 4"* definirt 
werden als Schnittlinien unendlich nahe benachbarter Berührmigs- 
Ebenen der Fläche. 

Acht associirte Punkte des i''*- Gebüsches können zu zweien 
durch 28 Hauptstrahlen verbunden werden; diesen entsprechen 
28 durch einen Punkt gehende Doppeltangenten der Fläche $*. 
Durch einen auf $* liegenden Punkt il/j gehen höchstens 22 
Doppeltangenten der Fläche, weil von den acht entsprechenden 
asaociirten Punkten zwei in einem sich selbst assoeiirten Punkte M 
zusammenfallen; sechs von diesen 22 Doppeltangenten liegen in 
der Ebene, welche in Jlfj die Fläche 4'* berührt, und sind als 
sechs Paare unendlich nahe benachbarter Doppeltangenten aufzu- 
fassen; ihnen entsprechen sechs Strahlen eines Kegels des Gebiiaehes. 
,,Die Doppeltangenten der Fläche $* bilden demuaeh eine 
„ Strahl eucongruenz 28ster Ordnung (12ter Classe), und 5»* ist 
„nach Kummer's Bezeichnung die Brennfläche dieser Con- 
„gruenz, d. h. der Ort aller Punkte und aller Ebenen, für welche 
„zwei Strahlen der Congruenz zusammenfallen." 
Durch einen beliebigen Punkt gehen höchstens sieben Haupt- 
strahlen des J*'^-Gebüsches , weil dem Punkte höchstens sieben 
Punkte associirt sind. 

,, Jeder Geraden l im i''^-Gebüache , welche keine assoeiirten 
„Punkte verbindet, entspricht in Sj ein zu l projectiver Kegel- 
„sehnitt )>,." 
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Legt man nämlich durch drei Punkte A^, B^, C'j von Sj, deren 
entsprechende A, B, C auf l liegen, eine Ebene, so entspricht 
dieser eine durch l gehende Fläche des Gebüsches, und der Ge- 
raden l entspricht folglich eine in der Ebene liegende Linie X,. 
Beziehen wir aber zwei Ebenenbüschel , deren Axen beliebig dnrch 
Ai und 5, gelegt sind, so auf einander, dass in jedem dritten 
Punkte 6\ von ij zwei boroologe Ebenen sich schneiden, so sind 
die Büschel projectiv, weil die ihnen entsprechenden f ^-Büschel des 
Gebüsches dadurch perspectiv auf die Punktreihe l bezogen sind 
(Seite 33); demnach ist X^ ein zu l projectiver Kegelschnitt. In 
zwei Gerade kann \ nicht zerfallen (Seite 145). 

,,Der einer Geraden l entsprechende Kegelschnitt \ von 2^ 
„berührt die Fläche $* im Allgemeinen in vier Punkten J/,; 
„diese entsprechen den vier Punkten M, welche die Kernfläche 
„K* mit l gemein hat." 
Legt man nämlich durch einen die'^ei Punkte 31 eine beliebige 
Fläche des J''^-Gebüsehes , so wiid diese in M und einem zweiten 
Punkte N von l geschnitten, und ihr entspricht in S^ eine Ebene, 
welche mit dem Kegelschnitt i^ zwei Paukte Jtf^ and N^. gemein 
hat; ist aber jene Fläche ein Kegel mit dem Mittelpunkte M, so 
fällt ^ mit M zusammen, und die entsprechende Berührungs- 
Ebene von $* tangirt folglieh den Kegelschnitt \ in ihrem Be- 
rührungspunkte M.i. — - Einer beliebigen Linie x im Ji^^-Gebüsche, 
welche die Kernfiäche K*' in »Punkten schneidet, entspricht ebenso 
eine Linie x, in 2^, welche in den zugehörigen «Punkten die 
Fläche $* berührt; doch ist y.^ doppelt oder dreifach a. s. w. zu 
zählen, wenn die Punkte der Linie y. zu zweien oder dreien u. s. w, 
associirt sind, sodass z, B. jedem Hauptsti'ahle s des i^^-Gebüsches 
eine doppelt gelegte Gerade s^ entspricht. 

Wenn eine Fläche des J*"^- Gebüsch es in zwei Ebenen zerfällt, 

so liegt die Doppelgerade dieses Ebenenpaares auf der Kerufläche 

K*'. Denn jeder Punkt der Doppelgeraden ist Mittelpunkt eines 

in die beiden Ebenen zerfallenden Kegels des Gebüsches. Aus 

einer früheren Bemerkung (Seite 143) folgt ohne Weiteres: 

,, Jedem Ebenenpaare des i^^- Gebüsches entspricht in S^ eine 

„singulare Berührungsebene der Fläche $*; nämlich $* wird 

,,von dieser Ebene in allen Punkten des Kegelschnittes berührt, 

,, welcher der Doppelgeraden des Ebenenpaares entspricht." 

Wir wenden uns nunmehr zu der von Steiner entdeckten 

gog. „Römischen" Fläche vierter Ordnung dritter Classe, welche 
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mit der projectiven Beziehung des ^^''-Gebiiscbes auf den Raum 
3j iu ualiem Zusammenhange steht. Wenn im ^^-Gebiische 
ein Punkt sich stetig bewegt und irgend eine Curve oder Fläche 
beschreibt, so bewegt auch der entsprechende Pnnkt in Sj 
sich stetig und beschreibt die entsprechende Curve oder Fläche 
von 2j. 

„Einer im J^^- Gebüsche beliebig angenommenen Ebene (p 

„entspricht in S^ eine Steiner'ache Fläche F^ vierter Ord- 

,,uuug, welche doppelt unendlich viele Kegelschnitte enthält; 

„die Fläche ist eindeutig auf die Ebene <f bezogen, sodass jedem 

„Punkte von 9 ein einziger Punkt von F^, und umgekehrt 

,, einem beliebigen Punkte von F\ im Allgemeinen ein und nur 

„ein Punkt von <p entspricht."*) 

Die Bläche Fj hat nämlich mit einer beliebigen Geraden von Sj 

höchstens viei Punkte gemein , weil die der Geraden entsprechende 

Raumcuive vierter Ordnnng höchstens vier Punkte mit der Ebene 

(^ gemein hat Jedei Geraden ( von -p aber entspricht ein auf 

7f liegendei Kegelschnitt ),i. 

Den die Ebene 9 berührenden Flächen des F^ Gebüsches 
entspiechen m i, die Berührungs ebenen der Fläche F*. Durch 
eine beliebige Geiade Sj gehen aber im Allgemeinen höchstens 
diei Beiuhiungsebeuen**! von Ff, weil ein beliebiger Ji'^-Büschel 
im Allgemeinen höchstens drei die Ebene 9 berührende Flächen 
enthält (Seite 18). Also: 

„Die Steiner'sche Fläche F\ vierter Ordnung ist von der 
,, dritten Classe." 

Ist l irgend eine Gerade von 9, und li der ihr entsprechende 
Kegelschnitt von Ff, so hat die Ebene von \ im Allgemeinen 
noch einen zweiten Kegelschnitt }.\ mit Ff gemein; denn ihr ent- 
spricht im I''^-Gebüsche eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung, 
welche mit der Ebene cp die Gerade l und folglich noch eine 



*] Dieselbe Aljbildnng der Steiner' sclien Pläclie auf einer Ebene wurde 
von Clebseh (in Crelle's Journal 67) aua ihren Gleichungen und von Oremona 
{itendiconti del E. Istituto Lombardo IV, 1867) aus gewissen Eigenschaften 
der Fläche abgeleitet. 

**) Diese Berührungs ebenen sind alle drei reell, wenn Si mit Ff ent- 
weder vier reelle oder vier imaginäre Punkte gemein hat; denn der zu s, 
gehörige F'-Büachel hat mit ip einen Kegelschnittbiisohel gemein, dessen Pol- 
dreieck In diesen beiden Fällen reell ist, und drei seiner Flächen berühren 
9 in den Eckpunkten dieses Dreiecks. 

10* 
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Gerade l' goiiieia tat nnd von o im Punkte W berührt wird. 
Also: 

„Die Steiner'aehe Fläche F\ wird von den Ebenen, in 
„welchen ihre Kegelschnitte paarweise liegen, in je einem ge- 
„ mein Schaft liehen Punkte dieser Kegelschnitte berührt. Die 
„Tangenten der beiden Kegelschnitte in diesem Punkte osen- 
„liren in ihm die Steiner'sehe Flache und sind Haupttangenten 
„der Fläche." 
Weil alle diese Kegelschnitte >,j, X\ die Fläche <£>' im Allge- 
meinen in je vier Punkten berühren (Seite 146), so ergiebt sich: 
„Die Steiner'sehe Fläche F'l berührt die Fläche ** vierter 
„Classe längs einer Raumeurve (achter Ordnung), welche der 
„Schnittlinie der Ebene cp und der Kernfläche K'^ des Gebü,sclies 
,, entspricht." 

Dem Punkte Bj, in welchem F\ von der Ebene der Kegel- 
schnitte \ und V, berührt wird, entspricht in ip der Schnittpunkt 
B der Geraden l und V ; jedem anderen gemeinschaftlichen Punkte 
C/j der Kegelschnitte \ und \\ entsprechen zwei verschiedene 
Punkte V und U' der Geraden l und V. Diese beiden Punkte 
U, V sind asaociirte Punkte des i^^- Geh fisch es, und dem sie ver- 
bindenden Hauptstrahle entspricht in Sj eine Gerade, durch deren 
Punkte die Fläche F\ zweimal hindurchgeht. Die K-egel schnitte 
\ und X'i haben ausser B^ höchstens drei Punkte mit einander 
gemein; also: 

,,Die beliebige Ebene tp enthält höehateus drei Hauptstrahlen 
„des i*"^- Gebüsch es und mindestens einen reellen Hauptstrahl; 
„die von den Hauptstrahlen gebildete Congruenz ist demnach 
„von der dritten CJasse und der siebenten Ordnung." 

Wenn in <p drei reelle Hauptstrahlen liegen, so siud deren 
Schnittpunkte drei associirte Punkte; denn jedem dieser Schnitt- 
punkte sind in den beiden durch ihn gehenden Hauptstrahlen 
zwei Punkte associirt, deren Verbindungslinie ebenfalls ein Haupt- 
strahl ist und mit dem dritten Hauptstrahle der Ebene zusammen- 
fallen muss. 

„Die Steiner'sehe Fläche F\ enthält folglich mindestens eine 
„und höchstens drei Doppelpunkts- Gerade; dieselben schneiden 
,,sich in einem dreifachen Punkte 0^ der Fläche." 

Den ebenen Schnittlinien der Steiner'schen Fläche F\ ent- 
sprechen in der Ebene (p Kegelschnitte, welche mit den in tp 
liegenden Hauptstrahlen je zwei associirte Punkte gemein haben;, 
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diese Kegelschaitte liegen auf den Flächen des i*^^- Gebüsches, 
welche deu Ebenen der Scbnittlinien entsprechen (vgl. Seite 144). 
Auch die Geraden l, t von 9, welche irgend zwei iji einer Be- 
rührungsebene liegenden Kegelschnitten )ij, ),\ von Fj ent- 
sprechen, haben mit jedem in fp liegenden Hanptstrahle zwei 
associirte Punkte A, A' gemein; nud wenn l sich um A dreht, 
so muss t sich um X' drehen. Nun werden aber zwei beliebige 
dieser Geraden l' durch den Strahl eiibüschel A projectiv auf ein- 
ander bezogen; die ihnen entsprechenden, durch einen Doppel- 
punkt A^ gehenden Kegelschnitte X'j von F^ werden folglich 
durch die Kegelschnitte \ und deren Ebenen projectiv auf ein- 
ander bezogen. Daraus folgt: 

,,Die Berührungsebenen der Steiner'sehen Fläche, welche eine 
„ihrer Doppelpunkts- Geraden in irgend einem Punkte Ä^ schnei- 
„den, bilden einen Ebeneubüsehel zweiter Ordnung." 

Dieser Ebenenbüsche! ist sowohl zu dem Strahlenbüschel A 
als auch zu A' projectiv. Die beiden von l und t beschriebenen 
Strahlenbüaohel A^ A' sind also ebenfalls projectiv; sie erzeugen 
einen Kegelschnitt, dessen Punkten die Berührungspunkte jener 
Ebenen auf Ff entsprechen. 

Wenn ^er Punkt A sich selbst associirt ist, so fällt A' mit 
ihm zusammen; die projectiven Strahl eabüschel A, A' von 9 sind 
in diesem Falle concentriseh, und haben im Allgemeinen zwei 
Strahlen entsprechend gemein. In jedem dieser beiden Strahlen 
wird die Ebene 9 von einem Kegel des ^^-Gebüsches berührt; 
in den Punkten des entsprechenden Kegelschnittes wird deswegen 
Ff von einer Beriihruugsebene der Fläche 5'* tangirt. Daraus, 
und weil die in 9 liegenden Hauptstrahlen je zwei sich selbst 
asaoeiirte Punkte enthalten, ergiebt sich: 

„Die Steiner'sche Fläche Fj hat im Allgemeinen vier sin- 

„guläre Berübrungsebenen I von welchen sie in den Punkten 

„je eines Kegelschnittes berührt wird; den Ebenen entsprechen 

,,vier die Ebene 9 berührende Kegel des i^^- Gebüsches." 

Die vier singnlären Berühmngs ebenen sind imaginär, wenn 

die sich selbst associirten Punkte irgend eines in 9 liegenden 

Hauptstrahles imaginär sind. Enthält die Ebene 9 drei reelle 

Hauptstrahlen und sind deren drei paar sich selbst associirten 

Punkte reell, so bilden letztere die drei paar Gegenpunkte eines 

vollständigen Vierseits; die vier Kegel aber, welche den singnlären 
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Berülirungsebenen vou F\ entsprechen, berüiiren cp längs clei' Seiten 
dieses Vierseits, 

Durch einen beliehigen Pnnkt P der Ebene 9 gehen i. A. 
zwei dem Vierseit eingeschriebene Kegelschnitte x, k {I. Äbth. 
Seite ISO); diese werden in P von zwei Geraden l, V berührt, 
welche je zwei Gegenpnnltte des Vierseita harmonisch trennen und 
folglich die drei Hauptstrahlen von 9 in drei paar assocürten 
Punkten schneiden. Den Geraden l, }' entsprechen deshalb zwei 
in einer Berührangsebene liegende Kegelschnitte \. \\ der Stei- 
uer'schen Fläche F\ (Seite 149); diese schneiden sich in dem zu 
P homologen Berührungspunkte P^ der Ebene, und ihre Tan- 
genten in Pj berühren die Fläche F\ dreipunktig in Pj. Wenn 
P den Kegelschnitt x beschreibt und also l ihn einhüllt, so be- 
schreibt Pj auf F\ eine biquadratisehe Raunaeurve, welche vou 
dem veränderlichen Kegelschnitt \^ in Pj berührt wird und deren 
Tangenten die Fläche F\ dreipunktig berühren oder „oseuliren"" 
{vgl. Seite 61); diese Raumcurve ist deshalb eine sogenannte 
,, asymptotische" (Dupin) oder „ Hanpttaugentencurve " von P[. 
Also: 

„Die Haupttangeutencurven der Steiner'schen Fläche F\ werden 

„in der Ebene cp dargestellt durch die Kegelschnitte)*, welche 

„dem vorhin erwähnten Vieraeit eingeseh rieben aind. Sie tan- 

,,giren deshalb die Berühnmgskegelschnitte der vier singulären 

„Berührungs ebenen von F\ und sind von der vierten Ordnung 

,, zweiter Art" (Clebsch und Cremona). 

Die Kegelschnitte x stutzen sich, beiläufig gesagt, auf das lineare 

Kegelsehnittsystem dritter Stufe, in welchem das P^-Gebösch von 

9 geschnitten wird (I. Abth. Seite 229). 

Yon jeder durch eine ihrer Doppelpunkts- Geraden w-^^ gelegten 
Ebene wird die Steiner'sche Fläche in einem Punkte von m^ 
berührt und zugleich in % und einer durch den dreifachen Punkt 
Oj gehenden Curve zweiter Ordnung geschnitten. Der Ebene ent- 
spricht nämlich eine Fläche des F^- Gebüsch es , welche durch den 
entsprechenden Hauptstrahl m geht und folglieh die Ebene 9 iu 
einem Punkte von u berührt, indem sie dieselbe in 11 und einer 
anderen Geraden schneidet. 

Projieirt man die Steiner'sche Fläche aus ihrem dreifachen 
Punkte 0-y durch einen Strahlenbündel, so entapricht jedem Strahle 
des Bündels der Punkt von 9, dessen entsprechenden der Strahl 
projieirt. Jeder Geraden l von 9 entspricht in dem Bündel 0^ 
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ein zw l projectiver Kegel zweiter Ordnung, welcher durch die 
Doppelpunltts- Geraden toü F\ geht; jedem Strahl enhüschel von 
Ol eniapricht eia Kegelschnitt von tp, welcher durch die Schnitt- 
punkte der In tp liegenden Hanptsirahlen geht. Daraus kann 
man schliesseu: 

„Die Steiner'sehe Fläche wird aus ihrem dreifachen Punkte 
„durch einen Strahlenbündel projicirt, welcher auf die Ebene 9 
„quadratisch projectJT bezogen ist." 

Die oben aufgestellte projeetive Beziehung zwischen dem F^- 
Gebüsche und dem Eaume 3^ führt noch zu anderen Flächen 
vierter Ordnung. So entspricht jeder in 3^ angenommenen Fläche 
zweiter Ordnung L\ eine Fläche vierter Ordnung Z/* in dem 
-F^-Gebüsche; denn L* hat mit einer Geraden ebenso viele Punkte 
gemein, wie L\ mit dem entsprechenden Kegelschnitte von 3^, 
also höchstens vier, wenn die Gerade nicht ganz auf L* liegt. 
Einer Ebene, welche L\ in einem Punkte berührt, entspricht eine 
F^he des Gebüsches, welche L* in den entsprechenden acht asso- 
ciirten Punkten berührt. Die Fläche L\ kann durch zwei reciproke 
Strahlenbündel erzeugt werden: ebenso bann i* auf unendlich 
viele Arten durch zwei reciproke i''^-Bündel des Gebüsches er- 
zeugt werden, sodass jede Fläche des einen Bündels von der ent- 
sprechenden biquadratischen Raumcurve des anderen in associirten 
Punkten der Fläche i* geschnitten wird, Ist L\ eine gerad- 
linige Fläche, also Erzeugniss projectiver Ebenenbüschel, so kann 
X* auf unendlich viele Arten durch zwei projeetive J'^^-Büsehel 
erzeugt werden. Ist insbesondere L\ ein Kegel zweiter Ordnung, 
so entsprechen dessen Mittelpunkte im Allgemeinen acht conische 
Doppelpunkte auf der Fläche L*. 

„Zwei projeetive .F^-Büschel erzeugen im Allgemeinen eine 
„F^he Z,* vierter Ordnung; diese enthält zwei Schaaren von 
„Baumcurven vierter Ordnung. Zwei beliebige Raumcurven der 
„einen oder der anderen Schaar sind allemal die Grundcurven 
„von zwei projeetiven ^^-Büschela, welche die Fläche L* er- 
,, zeugen." 
Der Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Vorhergehenden, 
wenn man berücksichtigt, dass zwei F^-Büsehel darch ein F^- 
Gebüsch verbunden werden können. Da .L* von einer beliebigen 
Ebene in einer Curve vierter Ordnung geschnitten wird, so er- 
giebt sich beiläufig: 

„Zwei projeetive Kegelsehnittbüschel, die in einer Ebene liegen, 
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„erzeugen im Allgemeinen eine Curve vierter Ordnung; diese 
,,kann auf unendlieli viele Arten durch projective Kegelschnitt- 
„büschel erzeugt werden," 



Siebenzehnter Vortrag. 

Fälle des F^- Gebüsches. 



Wir wenden uns nunmehr dem besoüderen Falle zu, in welchem 
alle Flächen des F^-G-ehüsehea einen Punkt A oder aneh mehrere 
Punkte mit einander gemein haben. Der gemeinschaftliche Punkt A 
gehört zn jeder Gruppe ^sociirter Punkte; er ist jedem anderen 
Punkte des Gebüsehea aasoeiirt und entspricht jedem Punkte des 
Raumea Sj. 

„Jede durch A gehende Gerade s ist ein Hauptstrahl des 

,,i''^-Gebüsches; ihr entspricht in 2^ eine zu s projective Ge- 

„rade s^." 
Verbindet man nämlich zwei Punkte von 2j, welche irgend zwei 
Punkten von s entsprechen, durch eine Gerade s,, ao entspricht 
derselben im 7^^-Gebüsche eine Raumcurve vierter Ordnung, die 
mit s drei Punkte gemein hat, also in s nnd eine enbisehe Eanm- 
curve zerfällt; und bringt man «i zum Schnitt mit einem Ebenen- 
büschel von Sj, so wird s der Träger einer zu dem ent "Sprech enden 
i^*-Büschel perspectiven und folglich zu s^ projectiven Punktreihe. 
Es giebt in s^ einen Punkt A^, welchem in s nur der 
Punkt A entspricht, und zwar doppelt, sodass jeder durch A^ 
gehenden Ebene von S^ eine den Hauptstrahl s in ^ berührende 
Fläche des f^-Gebüsches entspricht. Zwei durch A gelegten 
Strahlen s entsprechen nur dann, wenn sie auf einer Fläche des 
Gebüscliea liegen, zwei sich schneidende Gerade Sj ; die Punkte A^ 
dieser Geraden sind also im Allgemeinen vou einander verschieden. 
Jeder Ebene von 2^, welche durch zwei der Punkte j4j geht, ent- 
spricht eine Fläche dea Gebüsches, welche die zugehörigen beiden 
Hauptstrahlen s und somit deren Ebene im Punkte A berührt; 
der Ebene a^, welche beliebige drei der Punkte A^ verbindet, 
enfepricht demnach eine Fläche zweiter Ordnung, welche im Punkte 
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Ä drei verschiedene Berährungsebenen hat, also ein reeller oder 
imaginärer Kegel ist mit dem Mittelpunkte A. Daraus folgt: 
„Die Punkte A^ von S^, welchen der gemeinschaftliche Punkt 
„Ä des i''^- Gebüsch es doppelt entspricht, liegen in einer Ebene 
„ «j ; der Ebene entspricht im Gebüsche eia Kegel zweiter Ord- 
,,nung mit dem Mittelpunkte ^1." 

In einer beliebigen Ebene von Sj liegen im Allgemeinen und 
höchstens zwei Gerade s^, welchen durch Ä gehende Hauptstrahleu s 
des Gebüsches entsprechen; denn der Ebene entspricht eine Fläche 
des Gebüsches, auf welcher im Allgemeinen höchstens zwei dieser 
Strahlen s liegen. Weisen wir jedem Strahle s von A den Punkt 
der Ebene % zu, welcher auf der entsprechenden Geraden Sj von 
Sj liegt, so entspricht jeder Geraden tou «^ eine Ebene von A, 
nämlich die gemeinsehaftiiche Beruh rungs- Ebene der Flächen 
zweiter Ordnung, welche den durch die Gerade gehenden Ebenen 
entsprechen. Daraus folgt: 

„Die Doppeltangeuteu der Fläche $* vierter Clae«e, welche den 
„durch A gehenden Hauptstrahlen des /''^-Gebüsches entsprechen, 
„bilden eine Congrnenz zweiter Cias=!e, von welcher $* die 
,, Brennfläche ist, und welche von der Ebene c^ m einem zu 
„dem Strahl enbündel A colliuearen Felde geschnitten wird." 

„Diese Congrueuz ist von der 8 — »iten Otdnung, wenn die 
,, Flächen des Gebüsches ausser J. noch .«— 1 Punkte mit ein- 
,, ander gemein haben," 
Zum Beweise dieses Zusatzes bemerken wir, dass einem beliebigen 
Punkte Pj von S^ im Allgemeinen höchstens acht associirte Punkte 
entsprechen, von welchen n auf allen Flächen des Gebüsches 
liegen; nur denjenigen Strahlen von A, welche durch die übrigen 
8 — n Punkte gehen, entsprechen durch P gehende Strahlen der 
Congrueuz. 

Dem Kegel des F^-Gebüsches , welcher A zum Mittelpunkt 
hat, entspricht in dem zum Bündel A colliuearen Felde a^ ein 
zu ihm projectiver Kegelschnitt, und seinen Strahlen entsprechen 
im Räume 2j Strahlen des Feldes. Die Ebene a^ ist demnach eine 
„singulare" Ebene der Congrueuz zweiter Classe. Die in ihr ent- 
haltenen Strahlen der Congrueuz bilden im Allgemeinen einen 
Strahlen büsehel sechster Ordnung; nämlich eine beliebige Gerade 
von Sj schneidet höchstens sechs von ihnen, weil die entsprechende 
Ttaumcarve vierter Ordnung mit dem Kegel A ausser seinem 
Mittelpunkte höchstens sechs Punkte gemein hat. Ein beliebiger 



y Google 



154 Siebenzehnfer Vortrag. 

Strahl voE A aehneidet die Kernfläebe K^ ausser in A noch in 
den beiden Punkten, welche er mit der ihm assoeiirten cuhischen 
Raumcurve gemein hat; von diesen beiden Punkten aber fällt der 
eine mit A zusammen, wenn der Strahl und folglieh auch die 
ihm associirte Raumcurve auf dem Kegel A des Gebüsches liegt. 
Daraus folgt; 

„Der Punkt A ist ein conischer Knotenpunkt der Kernfläehe 
„Ä"* und sein Tangentenkegel ist eine Fläche des J'^-G-ebüsches. 
„Die Ebene «^ andererseits ist eine singulare Berührungsebene 
,,der Fläche $* vierter Classe; sie berührt diese Fläche in allen 
„Punkten des Kegelschnittes, welcher jenem Tangentenkegel in 
„dem Felde ctj entspricht." 
Während einem beliebigen Punkte der Kernfläehe X* nur ein 
einziger Punkt von $* entspricht haben alle Punkte dieses Kegel- 
schnittes den Knotenpunkt 4 von Ä zum entsp echeuden Punkte, 
„Einer beliebig d rch den P nkt A gelegten Ebene (p eut- 
,, spricht in dem Räume i e ne ger dinge Flacl e F^ dritter 
„Ordnung; diese ist a f de Ebene 9 enlentg bezogen und 
„kann in Verbindung n t de Ebene a. al e ne Steiner'sche 
„Fläche vierter Ordnung 1 fj,efa. i we de 
Die Fläche F^ hat näml ch m t e ne 1 el eb gen &e aden von S^ 
höchstens drei Punkte ^eme we I 1 e eutspre h ude Raumcurve 
vierter Ordnung des F Tel schea hocl ten 1 e von A ver- 
schiedene Punkte mit 9 geme n 1 at W rl 9 d eh Drehung eines 
Hauptstrahles s besehr el en so 1 e eh e bt de entsprechende 
Strahl s^ die Fläche F^ ndem er an e ne Geraden i^ der Ebene 
«i entlang gleitet; die P kt e he st pro] et zu dem von 

s beschriebenen Strahlenl sclel E ne lelebgen Geraden l 
von tp entspricht auf F e n z ? p oject ver Kegelschnitt \ 
(Seite 145), dessen Ehe e l eh e ne le E ze ge den" s^ von 
Ff geht ; dieser Ebene na 1 h entsp cl t F { ebüsche eine 
Fläche zweiter Ordnung wel he m t 9 1 e Ge ade I und folglich 
noch eine durch A gehen le C ade gen e n hat Die Ebene 
von ),, berührt die Fläche F m dem e neu Seh tti unkte von s^ 
und ).i, welchem der P nlvt / entsp cht lem n leren Schnitt- 
punkte von Sj und 'f.-, ent 1 echen a f ni l zwei associirte 
Punkte, und der Verbind ng&l u e der letzteren entspricht eine 
Doppelpunkts-Gerade i de Flache F Da de 1 tp liegende 
Strahlenbiiscbel A von len br ge Ge a 1 l \ Ebene tp in 
projectiven Punktreihen geschnitten wird, so ergiebt sich: 



y Google 



Fälle des J'^-GebüsoVies. 155 

,, Die Kegelschnitte \ der geradlinigen Fläche i<^^ werden dnroh 
,,die Erzeugenden Sj der Fläche projeetiv anf einander und auf 
„die Puüktreihe % hezogen; die Fläche kam also durch % 
,,nnd einen zu «j projectiveu Kegelschnitt erzeugt werden." 
Von dieser Erzeugungsart ausgehend haben wir die euhiachc 
itegelfläche bereits früher (L Abth. Seite 209} besprochen. Wir 
beschränken uns deshalb hier auf wenige Bemerkungen. Durch 
die Ebenen des Büschels u^ werden die Erzeugenden von Ff und 
die Pirnkte aller auf F^ liegenden Kegelschnitte involutorisch ge- 
paart, sodass je zwei eonjugirte Erzeugende resp. Punkte mit Mj 
in einer Ebene liegen und erstere sich in einem Punkte der Dop- 
pelpunkts-Geraden % sehneiden. Zugleich werden die Strahlen 
des in <p liegenden Büschels Ä involutorisch so gepaart, dass j& 
zwei eonjugirte Strahlen desselben durch associirte Punkte von c 
gehen. Enthält die Panktinvolation v zwei reelle Doppelpunkte 
M, N, so entsprechen den Geraden AM und AN zwei ,, singu- 
lare" Erzeugende von ^| und den Punkten M und N zwei 
„Cuspidalpunkte". Die Fläche Ff wird längs dieser singulären 
Erzeugenden von zwei Berührungsebenen der Fläche $* tangirt; 
die Berührungsebenen der Punkte einer anderen Erzeugenden Sj 
dagegen bilden einen Elieneabüsehel S[, welcher zu der Punkt- 
reihe der Berührungspunkte projeetiv ist. Jede ebene Schnittlinie 
von Ff wird in der Ebene cp durch einen Kegelschnitt dargestellt, 
welcher durch A geht und den Hauptßtrahl v in zwei associirten 
Punkten sehneidet. 

Die Haupttangenten cur Yen der cubischen Fläche Ff sind, ab- 
gesehen von den Erzeugenden s,, biquadratische Raumcurven zwei- 
ter Art wie die der Steiner'scheu Fläche, von welcher Ff ja 
eine Ausartung ist; sie werden in tp durch die Kegelschnitte dar- 
gestellt, welche in M und N die Geraden AMnoA AN berühren, 
und sie tangiren die beiden singulären Erzeugenden in den Cuspidal- 
punkten (Clebsch und Cremona), Wir übergehen den Beweis der 
Kürze wegen. 

Weil die Fläche $* von den Erzeugenden s^ und den Kegel- 
schnitten \ der Fläche F{ im Allgemeinen in je zwei resp. je 
vier Punkten berührt wird (Seite 145, 146), so ergiebt sich: 
„Die cubisehe Fläche Ff berührt die Fläche #^ vierter Classe 
„längs einer Raumcurve (sechster Ordnung), welche der Schnitt- 
„linie der Ebene 9 und der Kernfläche K^ entspricht." 
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Wenn alle Flächen des Z^-Gebüsches durch zwei Puükte A, 
B gehea, deren Y erbind uugalinie c heissen möge, so entspricht 
deE Punkten der Geraden c ein und derselbe Punkt C^ des Rau- 
mes 2^. Denn wenn C-y irgend eiuem von A und B versebie- 
denen Punkte der Geraden c entspricht, so gehen alle Flächen 
des i^*-Gebüsches, welche den durch C^ gehenden Ebenen you ii^ 
entepreehen, durch die Gerade e. Diese Flächen bilden eiupu spe- 
eiellen if'^-Bündel (vgl, Seite 139); sie haben aussei c im allge- 
meinen und höchstens vier Punlite C mit einander gemein, weluhe 
einander und allen Punkten von c associirt sind und dem Punkte 
(7^ von S^ entsprechen. Die vier Bbenenpaare, welche durch c 
und die vier Punkte C gelegt werden können, gehören zu diesem 
speciellen ^-Bündel und damit auch zu dem i^^-Gebiisebe ; ihnen 
entsprechen in Sj vier durch G^ gebende singulare Berührungs- 
Ebenen Kl der Fläche 4'* (Seite 146). Die Punkte A und B sind 
coniscbe Knotenpunkte der Kernfläche £"* und Mittelpunkte von 
zwei durch c gebenden Kegeln des Gebüsches, welchen in S^ zwei 
durch (?! gehende singulare Berühruugsehenen «j und ß^ von 
$* entsprechen. Die Kernfiäche K'^ geht durch die Gerade c, 
weil jeder Punkt von c der Mittelpunkt eines Kegels des Gebüsches 
ist {Seite 140); diesen Kegeln entsprechen in 2^ Ebenen, welche 
die Fläche $* im Punkte C, berühren, und Q ist deshalb ein 
Knotenpunkt von 4>*. 

Weil zwei beliebig durch A oder B gelegte Gerade des F^- 
Gebüscbes aiif die ihnen in 2^ entsprechenden Geraden projectiv 
bezogen sind, so ergiebt sich sebr leicht: 

„Einer durch die Gerade AB oder c gelegten Ebene 9 ent~ 
„spricht im Allgemeinen eine ftegelfläche F\ zweiter Ordnung 
,,in Sj, welche eindeutig auf 9 bezogen ist. Die beiden Regel- 
„schaaren von F\ entsprechen den Strahlenbüscheln A und B 
,,von 9 und sind zu ihnen projectiv; der Geraden c entsprechen 
„zwei durch (7, gehende und iu a^ und ßj liegende Gerade von 
„/'"i, und einer beliebigen Geraden von 9 entspricht auf F\ 
,,ein durch C^ gebender Kegelschnitt." 

Der Büschel A wird nämlich von zwei beliebigen Geraden 
des Büschels B in projectiven Punktreihen geschnitten; die ent- 
sprechenden beiden Punktieihen von S^ erzeugen die dem Büschel 
A entsprechende Regelschaai von i''f . — Die Fläche F\ kann in 
Verbindung mit den Ebenen ccj und ß^ als eine Steiner'sche 
Fläche vierter Ordnung anfaefasst werden; sie berührt die Fläche 
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<&^ längs einer tbiqii ad ratischen) Raumcurve, welche der Schnitt^ 
linie von 9 mit der Kernfläehe K^ entaprieht. 

Der Ebene tp^, welche die Flache J-f im Punkte C\ berührt, 
entspricht eine Fläche des Gebüsches, die mit cp nur die Ge- 
rade c gemein hat, also ein von 9 berührter Kegel ist. Wenn 
cp den Ebenenbüsebel c beschreibt, so beschreibt <p^ einen zn c 
projectiven Ehenenbüschel zweiter Ordnung; denn zwei beliebige 
Ebenen der Stralilenbündel Ä und B werden von dem Ebenen- 
büsche! c in zwei perspectiven Strablenbiischeln geschnitten, nnd 
da A auf a.^ und B auf ßj collinear bezogen ist (Seite 153), so 
entsprechen diesen Büscheln in «^ und ß, zwei projeetive Punkt- 
reihen, deren Paare homologer Punkte auf den Ebenen jenes Bü- 
schels zweiter Ordnung liegen. Zu dem Büschel gehören insbeson- 
dere die singulären Berührungs ebenen a^, ß^ sowie die vier x^, 
weiche den durch c gehenden Ebenenpaaren des Gebuachcs ent- 
sprechen. Hieraus und aus einer frühereu Bemeikung fnlgt 

„Der Punkt C^ von 2^, welcher der Geraden AB oder c 
„entspricht, ist ein conischer Knotenpunkt dei Flache *!•*, die 
„Fläche wird in ihm von den Ebenen eines Biischels zweiter 
„Ordnung berührt, welcher auch die sechs singulären Berüh- 
„rungsebenen «i, ßi und vier x^ der Fläche enthält." 

Wir wollen jetzt annehmen, dasa alle Flächen des F^-Ge- 
büsches einem Dreiecke umschrieben seien, in welchem den Eck- 
punkten A, B, C die resp. Seiten a, b, c gegenüberliegen. Diesen 
Seiten entsprechen in S^ drei Punkte A^, Bj, Cj, und der Ver- 
bindungs-Ebene A^ dieser drei Punkte entspricht im J^^-Gebüsche 
eine Fläche, welche durch «, h und c geht und folglieh in die 
Ebene A des Dreiecks ABC und eine andere Ebene zerfällt. Jedem 
Punkte der Ebene A entspricht ein Punkt von A^, und umge- 
kehrt; einer beliebigen Geraden l von A entspricht in A^ ein zu 
ihr projectiver Kegelschnitt >,^, welcher durch A^, B^ und (7^ 
geht. Umgekehrt entspricht einer Geraden g, von Aj ein durch 
A, B und C gellender Kegelschnitt von A, welcher in BC und 
eine durch A gehende Gerade (/ zerfällt, wenn ^, durch Aj geht. 
Die Strahlenbüschel A von A und Äj von A^ sind projectiv und 
Seheine der projectiven Punktreihen l und \, welche in A und 
A^ einander entsprechen. Ueberhaupt ergiebt sich: 

„Die beiden Punktfelder A und A^ sind quadratisch ver- 
„wandt; A, B, C sind die drei Hauptpunkte von A^, und A^, 
„Bj, (7j die zugehörigen drei Hauptpunkte von Aj," 
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Indem wir andere Specialfälle*) des F^-Gebüsches theils über- 
gehen, theils in den letzten Vortrag und in den Anhang ver- 
weisen, wenden wir uns nunmehr zu dem besonders interessanten 
Fall, in welchem alle Fläclien des Gebiischea durch sechs beliebige 
Punkte gehen. 



Achtzehnter Vortrag. 

Die Stralilencongruenz zweiter Ordnung zweiter 
und die Kummer'sche Fläche vierter Ordnung mit 
seclizehn Knotenpunkten.**) 



Auf Grund der Ergebnisse der letzten beiden Vorträge wollen 
wir jetzt das specielle J^^-Gebüsch untersuchen, dessen Flächen 
einem räumhcben Sechseck 123456 oder hiklmn umschrieben 
sind. Weil durch drei behebige Punkte im Allgemeinen eine 
Fläche des Gebüsches, und andererseits durch neun beliebige Punkte 
im Allgemeinen nur eine Fläche zweiter Ordnung hindurchgeht, 
so ergiebt sich: 

,,Jede durch die sechs Eckpunkte gehende Fläche zweiter Ord- 
„nung gehört zu dem Ji'^- Gebüsche." 
Die Kernfiäche K^ enthält die Mittelpunkte aller durch die sechs 
Eekpuakte gehenden Kegel zweiter Ordnung; woraus folgt: 

„Die Kernfläche Ä"* des Gebüsches geht durch die fünfzehn 
„Kanten ik des Sechsecks und durch die zehn Doppellinien 
„seiner 10 paar Gegenebenen hih, Imn; sie enthält ausserdem 
„die Kaumcurve dritter Ordnung /c', welche dem Sechseck um- 
,, schrieben werden kann." 

Wir denken uns das ii'^-Gebüsch wieder auf die früher 
(Seite 142) angegebene Art projectiv auf einen Raum Sj bezogen. 
Der Punkt (Ö) von S^, welcher einem beliebigen Punkte der Raum- 



*) Man vergleiche wegen der hier übergangenen Specialfällo meine Ab- 
handlung „über Strahiensysteme zweiter lasse und die Kummer'sche Fläche 
vierter Ordnung" in Crelle's Journal für d, r. u. a. Mathematik, Bd. 86, 

**) Kummer, über die algebraischen Strahl eneyeteme, S. 52. (Abhand- 
lungen der Berliner Akademie, math. Klasse, 1866.) 
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curve k^ entspricht, muss dann allen Punkten von k^ 

weil jeder durela (0) gelegten Ebene tpj von Sj eine Fläche des 

Gebüsches entspricht, welche durch sieben und folglich durch alle 

Punkte von k^ geht. Jedem durch (ö) gehenden Strahle von (p^ 

entspricht ausser k^ eine auf dieser Fläche liegende Sehne, dem 

Strahlenbüschel (0) in cpi entspricht einen Sehnensehaar von kK 

Also: 

„Die Punkte der cubischen Raumcnrve h^ sind associirte 
„Punkte des ii" ^-Gebüsch es und entsprechen alle einem Punkte 
„(0) des Raumes S^. Die Sehnencongruenz von k^ ist auf den 
„Strahlenbündel (0) projeetiy bezogen, und zwar so, dass die 
,,coilinearen Strahlenbündel, durch welche sie aus den Punkten 
,,von k^ prüjicirt wird, zu dem Bündel (0) reciprok sind." 
Den Tangenten von k^ eEtsprecheu folglich im Bündel (ö) die 
Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung, und den durch k^ gehen- 
den Kegeln des Gebüsches, weil sie nur je eine Tangente von fc' 
enthalten, die Berührungsebenen dieses Kegels (0). Auch leuch- 
tet ein, dass die Tangenten und Punkte von k^ auf die Strahlen 
und Berührungsebeneu des Kegels (Ö) projectiv bezogen sind. 

Jede Sehne von k'^ iat ein Hauptstrahi des 7^^-Gebüsches uud 
der ßaumcurvo k^ üssociirt (Seite 144); sie schneidet die Flächen 
und insbesondere die zehn Ebenenpaare des Gebüsches in Punkte- 
paaren einer Involution associirter Punkte. Hieraus ergiebt sich 
l}eiläufig die folgende Eigenschaft von acht Punkten einer cu- 
bischen Raumcurve k^: 

,,Die zehn paar Gegeuebenen eines der Raumcurve k^ einge- 
„scbriebenen Sechsecks schneiden eine beliebige Sehne der Curve 
„in zehn Punktepaaren einer Involution, in welcher auch die 
„beiden Schnittpunkte von k^ und der Sehne einander zuge- 
„ordnet sind." 
Dieser Satz erinnert an den Lehrsatz von Desarguea (I. Abth. 
Seite 149). Die beiden sich selbst associirten Punkte der Sehne 
liegen auf der Kernfläche K* aud sind conjugirt bezüglich alier 
Flächen des Gebüsches, also auch in Bezug auf /c*. Die Kern- 
fiäebe K* wird folglich von den Sehnen der Curve k^ in je vier 
harmonischen Punkten geschnitten, von den Tangenten dieser cu- 
bischen Raumcurve aber osculirt, sodass k'" eine Haupttangenten- 
cnrve von K^ ist. Der Punkt (ö) ist deshalb ein Knotenpunkt 
der Fläche 4>* vierter Classe, und sein Tangentenkegel ist der 
vorhin erwähnte Kegel zweiter Ordnung (0). Ausserdem hat 5"* 
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noch fünfzeliu Knotenpunkte (ik), welche den 15 Kanten ik des 
Sechsecks entsprechen (Seite 156). 

Die Doppeltangenten der Fläche $*, welche den Strahlen des 
Sechs eck-Pnnktes 1 entsprechen, bilden eine Strahlencongruenz I 
zweiter Olasse zweiter Ordnung (Seite 153). Die Congruenz enthält 
die Erzeugenden von doppelt unendlich vielen geradlinigen Flächen 
dritter Ordnung und kann auf fünf Arten dnrch ein gewöhnliebe 
Regelschaar besehrieben werden, welcher ein Strahlenbüsehel des 
Bündels J entspricht (Seite 156). Seine Brennfläche 'S* ist eine 
„Kummer'sche" Fläche vierter Classe mit 16 Knotenpunkten (Ö) 
Hnd (ih); sie ist auf die Kernfläehe Ä"* eindeutig bezogen und 
von noch fünf anderen, gleichartigen Strahlen congrucDzen II, III, 
IV, F, VI, welche den Strahlenbündelu 2, S, 4, 5, 8 entsprechen, 
die Breunfläche. Sie wird von nneudlieb vielen Flächen zweiter 
Ordnung längs biquadratischer Eanmcnrven berührt, welche durch 
je acht von den 16 Knotenpunkten gehen; diese Flächen ent- 
sprechen den dnrch je eine Sechseckkante gebenden Ebenen 
(Seite 156) und enthalten je zwei Regelschaaren, die zu zwei der 
sechs Congrnenzen gehören. 

Diese sechs Congruenzen zweiter Ordnung zweiter Classe 
haben sechzehn gemeinschaftliche singulare Ebenen; sechs dieser 
Ebenen (j) eni^preeben den sechs Kegeln des Gebüsches, durch 
welche die Raumcurve ft^ aus den Eckpunkten i=l, 2, 3, 4, 
5, 6 des Sechsecks projicirt wird, die übrigen zehn (iJcl) ent- 
sprechen den zehn Ebenenpaaren ikl, mnh des Sechsecks. Dem 
Ebenenpaare IS 3, 4 56 z. B. -entspricht die singulare Ebene 
(253), welche auch mit {456), {213), {231) u. s. w. bezeichnet 
werden kann. 

„ Von der Strablencongruenz / zweiter Ordnung zweiter Classe 

,, enthält jede der 16 singulären Ebenen einen gewöhnlichen 

„Strahlenbüschel; der Mittelpunkt des in {IkT) Kegenden Bii- 

„schels ist (kl) und der Mittelpunkt des in {i) liegenden Büschels 

„ist (3») für i>l und (0) für i=-J." 

Nämlich den Strahlen des Bündels 1, welche die Sechseckkante 

hl schneiden, entsprechen die durch (hl) gehenden Strahlen der 

Ebene {1hl), der Sechseekkante li entsprechen (Seite 156) alle 

durch (21) gehenden Strahlen der Ebene {i), und den Strahlen 

des Kegels, welcher aus dem Punkte 2 die Raumcurve k^ pi'oji- 

cirt, entsprechen die durch (0) gehenden Strahlen der Ebene (2). 
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„ Die Kummer'sche Fläche $* hat sechzeliQ Knotenpunkte (ö) 
„und (ik) und sechzehn singulare Ebenen (i) nnd (iM), welche 
„durch die Congruenz /einander zugeordnet sind wie folgt: 
„Kuoteupunkfce: (o) {IS) (13) {li] [15] (le) (23) {2i) ... (ie) {56} 
„sing. Ebenen: (1) (2) iS) [4] (5) {6) [123] ilU) . . . {146) {156}." 
Jeder singulären Ebene ist der Knotenpunkt ungeordnet, durch 
welchen alle in der Ebene liegenden Sti-ahlen der Congi'uenz I 
gehen. — Die sechs Ebenen {?), (2), (5), (4), (5), (6) gehen durch 
den Knotenpunkt (0); sie bilden ein Secbsseit, welches einem Kegel 
zweiter Ordnung umscbrieben und auf das Sechseck 123456 in 
der KaumcuiTe h^ projeetiv bezogen ist (Seite 159), sodass: 

(/) (2) (3) {4) (5) («) - e (123*56). 
Auch durch jeden der übrigen fünfzehn Knotenpunkte (ik) gehen 
sechs von den 16 singnlEren Ebenen; diese berühren ebenfalls 
einen Kegel zweiter Ordnung (Seite 157) und können mit (ikl), 
{ikS), (ikS), (ikd), (ikS), (ik6), bezeichnet werden, wenn (ikk) 
die Ebene (*) und (tki) die Ebene (k) bedeutet, Durch den Knoten- 
punkt {12} z. E. gehen die sechs Ebenen (2), (J), (123), (124), 
(125) und {136), weil die ihnen entsprechenden Flächen des F^- 
Gebüscbes durch die Sechseckkaute 12 gehen. 

In jeder der sechzehn singulären Ebenen liegen sechs von 
den sechzehn Knotenpunkten; z. B. in (t) liegen die Knotenpunkte 
(il% (i2), (i3), (ii), (i5), (iß), wenn (ii) den Punkt (0) bedeutet, 
und in der Ebene (123) = (^56') liegen die sechs Knotenpunkte 
(23), (31), (12), (56), (64), (45), weil die entsprechende Fläche 
des f -Gebüsches durch die zugehörigen sechs Linien geht. Der 
Kegelschnitt, längs dessen die Fläche $* von der singulären Ebene 
(123) oder allgemeiner (ikl) berührt wird, geht durch die sechs 
in der Ebene liegenden Knotenpunkte; ihm entspricht nämlich 
die Doppellinie eines Ebeuenpaares des Gebüsches (Seite 146), 
und diese schneidet die sechs den Knotenpunkten entsprechenden 
Secbseekkanten. 

„Die 120 Verbindungslinien der 16 Knotenpunkte sind iden- 
„tisch mit den 120 Schnittlinien der 16 singulären Ebenen," 

Denn z. B. (0) und (12) liegen beide auf (1) und (2); (12) 
und (13) liegen auf (T) und (123); ebenso liegen (12) nnd (34) 
auf (125) = (346) und (126) = (345). 

Der Strahlenbündel i ist (Seite 153) colÜnear auf das ebene 
Feld (i) bezogen, wenn man jedem Strahle von * den Punkt zu- 
weist, in welchem (*) von der entsprechenden Geraden des Raumes. 
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Sj gesclmitfea wird. Bezieht man nun die Biiudel 2, 2, ^, 4, 5, 
perspectiv auf die Sehuencongruena der Raumcurve k^ und somit 
(Seite 159) reciproli auf den Strahleubündel (0), so werden da- 
durch auch die Felder {1), (2), (S), (4), (5), (ö) reciprok auf den 
Bündel (Ö) und collinear auf einander bezogen. Zugleich werden 
die sechs Congruenzeu /, 7/, . , ., VI so auf einander bezogen, 
dass je sechs homologe Strahlen derselben mit (0) in einer Ebene 
liegen; denn die entsprechenden sechs Strahlen der Bündel J., 
3, . . ., 6 liegen mit k^ auf einer Fläche des ii^^- Gebüsches, Jeder 
Strahl der Strahleucongrueoz J liegt in der Ebene von (0), welche 
dem Schnittpunkte des Strahles mit der Ebene (1) entspricht, 
und jeder Strahl von (1) welcher durch den Punkt (0) geht, fällt 
folglich mit dem ihm entsprechenden Strahle des Bündels (ö) 
zusammen. 

Üie Geraden des Raumes Sj, welche in je einer Ebene Sj von 
(0) liegen und zugleich flui-eh den entsprechenden Paukt E^ von 
(T) gehen, bilden einen linearen Strahlencomplex. Denn diejenigen 
von ihnen, welche durch einen beliebigen Punkt P^ gehen, bilden 
einen Strahlenbüschel erster Ordnung, weil sie die Ebene (J) auf 
der dem Strahle {0)Pi entsprechenden Geraden^' schneiden; und 
wenn Pj eine Gerade g^ beschreibt, so beschreibt p einen zn j-j 
projectiveu Strahleubüschel , von welchem ein Strahl durch den 
ihm entsprechenden Punkt geht, und die Ebene P^p besehreibt 
folglich einen zu g^ perspectiven Ebenenbüschel erster Ordnung. 
Zu dem linearen Oomplexe gehören alle Strahlen der Congruenz I 
zweiter Classe zweiter Ordnung; in dem Nullsysteme, aus dessen 
Leitstrahlen er besteht, ist demnach jeder Strahl der Congruenz / 
sieh selbst zugeordnet, und jeder Punkt P^ hat die Verbindungs- 
ebeue z, der beiden durch ihn gehenden Strahlen der Congruenz 
zur Nullebeue. Einem Punkte der Brenufläche $*, durch welchen 
zwei zusannnenfallende Strahlen der Congruenz I gehen, ist alle- 
mal eine Ebene von $* zugeordnet, in welcher zwei zusammen- 
fallende Strahlen der Congruenz liegen (vgl. Seite 145). Also: 
,,Die sechs Congruenzen zweiter Ordaung zweiter Classe 7, 
„77, 777, IV, F, VI, welche den sechs Strahlenbündeln i, 2, 
„5, 4, 5, 6 entsprechen, liegen in sechs linearen Strahlen- 
,,complesea und bestimmen die zugehörigen sechs Nullsyteme,*) 

*) Auf diese sechs Nullsysteme oder linearen „Fnndamental-Complese" 
bat zuerst (in den Math. Annalen 11, S. 199—226) Herr F. Klein aufmerkaam 
gemacht, von welotero »ach die meisten der hier folgenden Sätze herrühren. 
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Die Eammer'sche Fläche vierter Ordnung. i6li 

„Die gemeinschaftliche Brennfläche $* der sechs Congnieuzeu 
„ist iü jedem dieser Nullsysteme sieh selbst zugeordnet, sodass 
„jedem Paukte yoü f eine durch ihn gehende Ebene vou Q*, 
„jedem Knote upnnkte aber eine singulare Ebene zugeordnet ist. 
„Die Kummer'sche Fläche $* vierter Ciasse ist folglich von 
„der vierten Ordnung." 

Die Zuordnung der 16 Knotenpunkte nnd 16 singulären Ebenen 
in dem Nullsysteme 1 ist aus der oben (Seite 161) aufgestellten 
Tabelle ersichtlich. In dem j'ten der sechs Nullsysteme ist dem 
Knotenpunkte (.hl) die Ebene {ikl) zogeordnet, weil durch [kl) 
alle in {ikl) liegenden Strahlen der «ten Congruenz gehen (vgl. 
Seite 160). Verbindet man die sechs Punkte, welche irgend einer 
Berührungsebeue von $* in den sechs Nullsystemen zugeordnet 
sind, mit dem Beruh rungspunkta der Ebene, so erhält man sechs 
in der Ebene liegende Doppeltaugenten von $*; ihrem Berührungs- 
punkte ist die Ebene im Allgemeinen nicht zugeordnet. 

Dem Sechsseit {1) {2) (.3) (4) (5) (6), welches zu dem Sechseck 
123456 auf i' projectiv und einem Kegel zweiter Ordnung um- 
schrieben ist (Seite 161), ist in dem iten der sechs Nnllsysteme 
das Sechseck {il) (iS) {i3) {i4) (iS) (i6) zugeordnet. Das Sechseck 
ist deshalb einem Kegelschnitte so eingeschrieben, dass 

(ü) (iS) (HS) (ii) (iä) (ie) -r;V{12Si5 6), für (ii) = (0). 
In dem jtten der sechs Nnllsysteme ist aber dieses Sechseck dem 
Sechsseit (ikl) {ik2) {ih3) {ih4) (ikö) (Heß) zugeordnet, welches 
folglich ebenfalb zu k^ (123456) projectiv ist. Und weil dem 
Sechsseit, wenn beispielsweise i =2, k ^ 3 gesetzt wird, in dem 
ersten Nullsysteme das Sechseck (SS) (51) (12) {56) (64) (45) 
zugeordnet ist, so muss auch dieses Sechseck zu J' (123456) 
projectiv sein. Ueberhaupt ergiebt sich: 

,,Älle Gruppen von je sechs singulären Ebenen, die durch 
,, einen Knotenpunkt gehen, und alle Gruppen von je sechs 
„Knotenpunkten, die in einer singulären Ebene liegen, sind zu 
„einander und zu dem Sechseck 123456 auf i* projectiv. Die 
,, sechzehn Knotenpunkte der Kummer'schen Fläche ** liegen 
„zu Sechsen in sechzehn Kegelschnitten, längs welcher $* von 
„den 16 singulären Ebenen berührt wird" (Seite 161). 

Da je zwei dieser 16 Kegelschnitte sich in zwei Knotenpunkten 
schneiden (Seit« 161), so kiSnnen sie mit jedem nicht auf ihnen 
liegenden Knotenpunkte durch eine Fläche zweiter Ordnung ver- 
bunden werden ; diese Fläche aber geht durch noch einen zwölften 
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Knoteupimkt und durch vier vou den 1 6 Kegel seliuitteu. Beispiels- 
■weise liegen die awÖlf Knotenpunkte der vier Kegelschnitte (T), (S), 
(134), (234) auf einer Fläche zweiter Ordnung; ebenso diejenigen 
von (123), (345), (561) und (246). Man beweist leicht den Satz: 
„Es gieht achtzig Flächen aweiter Ordnung, welche je zwölf 
„von den 16 Knoteupuukten und je vier von den 16 Berühmngs- 
„ Kegelschnitten enthalten , und ebenso achtzig Flächen zweiter 
„Classe, weiche je zwölf ¥on den 16 singulären Ebenen berühren." 
Die beiden Punkte, welche einer Ebene in irgend zwei von 
den sechs Nnllsystenien zugeordnet sind, sind homologe Punkte 
von zwei coUinearen Bäumen; letztere aber liegen involutorisch, 
weil die beiden Punkte einander in doppelter Weise entsprechen. 
Denn z. B. in den Nnllsjstemen I und II sind (H) und (2i) der 
Ebene (i), zugleich aber {2i) und (li) der Ebene (12i) zugeordnet; 
femer (34) und (56) der Ebene (134) ^ (256), und umgekehi-t 
(56) und (34) der Ebene (156) = (334). Die acht Punkte- 
paare (12) (0), (13) (23), (U) (24), (15) (25), (16) (26), (34) (56), 
(35) (46) und (36) (45) bestehen demnach aus je zwei einander 
zugeordneten Pnnkteü eines geschaart in volu ton sehen Raumes I II, 
in welchem jeder gemeinschaftliche Leitstrahl der beiden Null- 
systeme I, II sieb selbst, und die Ebene (lih) der Ebene (2ilc) 
zugeordnet ist. Solcher involutoriscber Räume giebt es fünfzehn, 
die wir mit I II, IUI, . . ., V VI bezeichnen. In jedem der- 
selben ist die Knmmer'eche Fläche 4>* sieb selbst zugeordnet; 
und zwar sind je zwei einander zugeordnete Punkte oder Ebenen 
der Fläche durch die beiden Involutionsaxen des Kanmes harmonisch 
getrennt. Die lineare Strahleneongrueuz, welche aus den Leit- 
strahlen des involutorischen Raumes I II besteht, wird von den 
coUinearen Feldern (1) und (2) erzeugt (vgl. Seite 162). 

Welcher Knotenpunkt von <l'* einer beliebigen siugulären 
Ebene in jedem der sechs Nnllsysteme oder einem beliebigen 
Knotenpunkte in jedem der 15 involutorischen Räume zugeordnet 
ist, ersieht man aus folgender Tabelle: 

{!) (2) (3) (i) (5) (6) (7a3){124)(125)(12S)(.13i)(135){136)(U5](UG){156) 



(0) (12) (IS) {14) (15) (IS) (33) {2i) (25) {26) (3i) {35) (36) (45) (46) (56) 

(32) (0) (23) (24) (25) (S6) (13) (14) (15) (16) (56, (46) (45) {36) (35) {34)- 

(13) (23) (0) {S4j (35) (36) (12) (56) (46) {45) {14) (15) (16) {26) (S5) (24} 

{14j{24){34) (0) (4B)(46j(5S) {12) (36) (35) (13) (26) (25) {15) (16) (33) 

(15)(25){36){4Ö) (ö) (56) (46) {36) {12) {34} {ß6) {13} {24) (14) {33) (16) 

(16){36)(36){46)(5Si (0) (45) {35) {34) {13) {35) {24} (13) (23) {14) {15\ 
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Z. B. der Ebene (136) ist in dem dritten Nullsysteme der Knoten- 
punkt (16) und im fünften der Pankt (24) zugeordnet; diese Punkte 
(16) und (24) aber entsprechen einander doppelt in dem involu- 
torischen Systeme III V. Auch die projective Beziekung der iu 
zwei siugulären Ebenen liegeuden Gruppen von je sechs Knoten- 
punkten ist ans der Tabelle ersichtlich; z, B. in den Ebenen (i), 
(133) und (135) ist: 

(0) (12) (13) (14) (15) (16) -X (23) (31) {12) (56) (64) (45) 
7C (35) (46) (51) (62) (13) (24). 
Der von Herrn H. Weber*) herrührende Satz, dass aus sechs 
passend gewählten Knotenpunkten, wie (12), (23), (34), (45), (51), 
(0) oder (35), (31), (12), (14), (35), (36), alle singulären Ebenen 
und die übrigen zehn Knotenpunkte linear construirt werden können, 
ergiebt sich ebenfalls leicht mit Hülfe der Tabelle. 

Drei behebige von den sechs Nullsystemen, z. B. /, II und IU. 
bestimmen drei invoiutorische Räume II III, III I und I II, ausser- 
dem aber ein i'äumliches Polarsystem 1 11 III. Sucht mau näm- 
lich zu irgend einem Elemente des Raumes die zugeordneten in 
I und II III, oder in II und HI I, oder in III und I II, so er- 
hält man homologe Elemente von zwei reeiproken Räumen; diese 
Räume aber liegen involutorisch und biJden ein räumliches Polar- 
system I II III, weil unserer Tabelle zufolge von den acht Te- 
traedern, welche durch die vier Horizontal- und die vier Vej'tieal- 
reihen des Schemas**) 

(0) (23) (31) (IS) 

(56) (14) (24) (34) 

(64) (15) (25) (35) 

(4S) (16) (26) (36) 
ciargestellt werden, jeder Eckpunkt der ihm gegenüberliegenden 
Fläche eutspiieht. Diese Tetraeder sind aber nicht blos von I II III, 
sondern auch \on dem Polaisysteme IV V VI Poltetraeder und 
das letzteie Polarsystem ist folglich mit I II III identisch 

*1 Lielles Joninal füi d i u i Mithemat k Bl 14 S UJ Her 
Wel ei gelangte bei einer Untei Buchung ubei Thetafunctionen zuerst zu dpr 
obigen BeseichnuBg Jpr Knotoni i nkte unl eingulSien Ebenen emer Kuin 
mei Bohen Fläche 

**) DiP viel Ouich die viei Hör zuntal odei Veitiualreihen liigestellten 
Tetiafeter emd oinander gegpu^ieitig im und zugleich eingesi-h neben Die 
viel Flachen e nee jeden von ihnei enthilten an an men alle 16 Enotei 
punkte von *' 
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Ebenso siud £ II IV und III V VI zwei ideEtisclie Polarsyateme; 
man erhält acht Poltetvaeder derselben, wenn man in dem vor- 
stehenden Schema die Ziffern 5 und 4 vertauscht, lleberhaupt be- 
stimmen die sechs Nullsysteme zu dreien zehn verschiedene Polar- 
systeme; in jedem der Systeme ist die Knmmer'sche Fläche $* 
sieh selbst zogeordnet, ihre 16 Knotenpunkte sind die Pole ihrer 
16 singulären Ebenen und bilden zu vieren acht PoHetraeder. 

Die Coufigiii'ation der 16 Knotenpunkte und der 16 siugulären 
Ebenen der Kummer'schen Fläche ^eht in sich selbst über durch 
i6 Collineationen und 16 Correlationen , nämlich durch die Iden- 
tität und die 15 involntorischen Collineationen und durch die ver- 
tauschbaren Correlationen der sechs Nullsysteme und der zelm 
Polarsysteme.*) 

In Bezug auf die drei NuUsysteme /, II and III gruppireu 
sich die Punkte und Ebenen des Raumes zu Poltetraedem eines 
räumlichen Polarsystemes III III ^^ IV V VI; und zwar sind jedem 
Eckpunkte eines solchen Tetraeders in den in volutori scheu Räumen 
II in, III I imd I II die übrigen drei Eckpunkte und in den 
drei Nullsystemen die durch ihn gehenden Tetraederflächeu zu- 
geordnet, und Analoges gilt von jeder Fläche des Tetraeders. In 
Bezug auf die drei Nullsysteme IV, V, VI gruppiren sich die 
Punkte und Ebenen zu anderen Poltetraedem desselben Polar- 
systems. Zwei Tetraeder, welche diesen beiden verschiedeneu 
Gruppiruugen angehören und eine gemeinschaftliche Ebene besitzen, 
haben auch den gegenüberliegenden Eckpunkt mit einander ge- 
mein, und ihre anderen sechs Eckpunkte, welche der Ebene in 
den sechs Nullsystemen zugeordnet siud, bilden zwei Poldreiecke 
eines in I II III enthaltenen polaren Feldes und liegen folglich 
auf einem Kegelschnitt (11. Abth. Seite 122). In den sechs Null- 
systemen sind sonach einer beliebigen Ebene sechs Punkte eines 
Kegelschnittes zugeordnet, und einem beliebigen Punkte sechs 
durch ihn gehende Ebenen eines Ebene nbüsehels zweiter Ordnung. 

Ein beliebiger Punkt des Raumes bildet mit den fünfzehn 
Punkten, welche ihm in den 15 involutorisehen Räumen zugeordnet 
sind, eine den 16 Knotenpunkten einer Kummer'schen Fläche 
analoge Gruppe von 16 Punkten. Nämlich die 16 Punkte dieser 
Gruppe Hegen zu sechsen auf 16 Ebenen (genauer: Kegelschnitten), 
welche ihrerseits zu sechsen durch die 16 Punkte gehen. In den 
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sechs NuUsystemea sind nach dem Vo h ehend u j lern 1 
16 Punkte die sechs durch ihn gehenden El e zu e dn t \ 
jeder der 16 Ebenen die sechs auf ihi 1 g nlen P nkte n len 
zehn Polarsystemen sind jedem der 16 Punkte 1 e zel n ht d ch 
ihn gehenden Ebenen , und jeder der 1 Ebn 1 elnnlt 
auf ihr liegenden Punkte zugeordnet ; dnftelnnlt 
rischen Räumen endlich sind jedem de 1 P nl t ( 1 ] 1 en) 
der Gruppe die 15 übrigen zugeordnet, I Ib Punkte ud le 
läufig bemerkt, die Knotenpunkte einer durch sie bestimmten 
Kummer'achen Fläche vierter Ordnung, welche ebenso wie $* in 
jedem der sechs Nullsysteme sich selbst zugeordnet ist; und mit 
$* sind dreifach unendlich viele andere Knmmer'sche Flächen 
bestimmt. 

Die Ordnungsfiäche des Polarajstemes IIIIIl enthält alle 
Strahlen, welche in jedem der drei Nullsysteme I, //und JI2 sich 
selbst zugeordnet sind, und folglich auch die drei paar Axen 
der involntoriseben Räume II III, III I und I II\ denn diese Axen 
sind Leitstrahlen der Regelsehaar jener Strahlen. Ebenso ent- 
hält die Ordnungsfiäche alle gemeinsamen Leitstrahien der NuH- 
systeme IV, V und VI. Diese Leitstrahlen bilden die Leitschaar 
der erstereu Regelschaar; denn wenn sie dieselbe Schaar bildeten, 
so gäbe es unendlich viele, in allen sechs Nullsystemen sieh selbst 
zugeordnete Strahlen, und die zehn durch die Xnllaysteme be- 
stimmten Polarsysteme hätten identische Ordnungsflächen, während 
sie doch von einander Terschiedeu sind. Die beiden Axen von II III 
sind folglich in jedem der Nullsysteme IV, V, VI {und i) sich 
selbst zugeordnet und schneiden die Axenpaare der sechs involn- 
toriseben Räume IV V, TV VI, . . ., VI I. Die Axenpaare von drei 
involntoriseben Räumen, welche wie III, III IV niaA F FJ zu- 
sammen von allen sechs Nullsjstemen abhängen, bilden demnach die 
drei paar Gegenkanten eines Tetraeders. Uebrigeus hat entweder 
einer oder jeder der drei Räume Hill, IUI und III imaginäre 
Axen, weil die Ordnungsfiäche des Polarsystemes IIIIIl, wenn sie 
reell und geradlinig ist, nur von je zwei paar Gegenkanten ihrer Pol- 
tetraeder in reellen Punkten geschnitten wird. Die beiden Punkte, 
welche einem beliebigen Pnnkte in irgend zwei der involutorischen 
Räume III, lUIVunä V F7 zugeordnet sind, sind in dem dritten 
einander zugeordnet, wie man aus der obigen Tabelle leicht ersieht. 

Das J*' ^- Gebüsch , durch welches wir zu der Kummer'schen 
Fläche $^ gelangt sind, ist bestimmt durch vier Flächen zweiter 
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OrJmiijg, von denen drei beliebig durch eiue cubische Ranmcurve 
k^ gehen; die vierte hat mit k^ die sechsPunbte 1, 2, 3, 4, 5, 
gemein. Je nachdem nun von diesen Punkten keine, zwei, vier 
oder alle sechs reell sind, werden von den sechs zu der Kummer'- 
schen Fläche gehörigen Strahlen congrneuzen zweiter Ordnung nnd 
zweiter Classe keiue, zwei, vier oder alle sechs reell. Der letzte 
dieser vier Hauptfälle, zwischen denen eine Anzahl geometrisch 
evidenter Uebergaugsfälle und Ausartungen stehen, liegt den Unter- 
suchungen dieses Vortrages zu Grunde. 



Neunzehnter Vortrag. 

Das -F^-GeMsch mit einer '. 



Vier Flächen zweiter Ordnung, die beliebig durch eine Ge- 
rade b gelegt sind, bestimmen ein specielles F^-Gebüsch S, dessen 
Flächen alle durch b gehen. Dasselbe verdient wegen besonderer 
Eigenschaften und gewisser mit ihm verbundener Raumgebilde 
eine genauere TJntersuehnng. Wir nennen h die „ Basisgerade " 
oder „Basis" dieses Gebüsches S und schliessen von vorn herein 
den SpecialM! ans, in welchem zwei durch b gehende Ebenen 
eine Fläche des Gebüsches bilden. 

Die Flächen des i^^-Gebüsches schneiden sich büschelweise in 
der Basis b und je einer cnbischen Ranmcurve, bündelweise aber 
in b uud je einer Gruppe von i, A. vier associirten Punkten 
(Seite 139). Hieraus ergiebt sieh, wenn das Gebüsch in der früher 
(Seite 142) angegebenen Weise projectiv auf einen Raum Sj be- 
zogen wird: 

,, Einer beliebigen Geraden des Raumes Sj entspricht in dem 
„ J*"^- Gebüsche S, abgesehen von der Basis b, eiue cubische 
„Raumcurve, welche h zur Sehne hat. Einem beliebigen Punkte 
„von 2^ entsprechen in S alle Punkte von b und ausserdem 
,,i, A, vier associirte Pnukte. Zwei resp. drei Grnppen asso- 



*) Dasselbe wurde zuerst untersiiclit von Heirn Eich. Krause in seiner 
Inangural-Diafiertation „Ueber ein specielles Gebüsch von FlärChen zweiter 
Ordnung'', Strassbnrg 1879. 
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„ciü-ter Piükte von 2 kuiiueu allemal dnreli eine cuHsche 
„Räumende leaj duieh eiue Fläche des Gebüsches verbunden 
„werden 

Ausseidem lelien luseie fiöhereu ITntersuclmngen: 

„Einer beliebigen C raden l im f^-Gebiische entspriclit im 

„Räume Sj eiu zu l projectiver Kegelschnitt \ (Seite 145). 

„Jede \ erbmduugslinie a^sooiirter Punkte des Gebüsches ist ein 

„ Haupts trab 1 desselben und chneidet die Flächen des Gebüsches 

„iu den Pinktepaaien eiuei Involution associirter Punkte; sie 

„entspneht einei Geiaden vdq S,, und ihr sind in 2 zwei Ge- 

„rade associiit welche b und sie selbst schneiden. Auch jede 

„Gerade s, welche die Basis b schneidet, ist (Seite 152) ein 

„Hauptstrahl des Gebüsches S und entspricht einer zu ihr pro- 

„jectiven Geraden s^ von Sj ; ihr ist in S ein Kegelschnitt 

„associirt, welcher mit b und s je einen Punkt gemein hat." 

Durch b, s und diesen Kegelschnitt gehen alle Piächen des 

Gebüsches, denen in 2^ die Ebenen der Geraden Sj entsprechen. 

Eine dieser Flächen ist der Kegel, welcher aus dem Punkte bs 

den Kegelschnitt projicirt. Da der Kegel sich ändert, wenn s um 

den Punkt sich dreht, so folgt hieraus: 

„Jeder Punkt G der Basis b ist der Mittelpunkt von einfach 
„unendlich vielen Kegeln des Ji^^-Gebüsehes. Diese bilden 
,, einen Büschel und entsprechen demnach den Ebenen einer Ge- 
„raden g^ von S^. Durch ^^ gehen i. A. drei Ebenen 9^, 
„welchen in 2 je ein Ebeneupaar des Kegelbüschels entspricht. 
„Die drei von b verschiedenen Schnittlinien der Kegel sind asso- 
,,ciirt und entsprechen der Geraden (?j. Jeder anderen Geraden 
„s, welche durch G gebt, entspricht eine zu ihr projective Ge- 
„rade Sj, welche g^ schneidet; dem Schnittpunkte aber ent- 
„ spricht iu s der Punkt G als der einzige Punkt, welchen s 
„mit einem beliebigen von jenen Kegeln gemein hat. Von den 
„vier associirten Punkten, die irgend einem Punkte von g^ ent- 
„sprechen, fallt demnach einer mit G zusammen." 

„Zwei Gerade (/j, (/\ von Sj, die zwei beliebigen Punkten 
„G, G' der Basis h entsprechen, sind windschief." 
Denn wenn sie in einer Ebene lägen, so würden die beiden Kegel- 
büsehel des i^^- Gebüsch es , deren Mittelpunkte G und G' sind, 
einen Kegel gemein haben; was ausgeschlossen ist. 

Seien P, Q, B irgend drei Punkte, die mit der Basis b in 
■einer Ebene f liegen, und P^, Q^, E, die entsprechenden drei 
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.Punkte von 5^. Dann entspricht der Ebene l\Q^B-i oder tpj eine 
Fläelie des ii'^-Gebiischeai welche mit 9 die Punkte P, Q, R und 
die Gerade 6 gemein hat, und deshalb in 9 und eine andere Ebene 
9' zerfällt. Da nun jedem Punkte P und jeder Geraden s von 9 
ein Punkt P^ resp. eine zu s projeetive Gerade s^ in 9^ entspricht, 
so ergieht sich: 

„Jeder durch die Basis h gelegten Ebene 9 entspricht im Räume 
„2^ eine ku ihr collineare Ebene 9^, und ihr ist in dem Ge- 
„hüsche 2 eine Ebene 9' associirt (Krause), Die Ebenen 9, 9' 
„bilden zusammen eine F)'äche des Gebüsches. Den Geraden 
„von 9 ist in 9' je ein Kegelschnitt associirt, welcher durch 
„den Schnittpunkt von b und 9' geht." 

Das Gebüsch enthält demnach unendlich viele Ebenenpaare 

99'. Verbindet man von vier associirten Punkten irgend drei 

durch eine Ebene 9' und den vierten mit h durch eine Ebene 9, 

so bilden 9' und 9 ein Ebenenpaar des Gebüsches. Die zu b 

windschiefen Hauptstrahlen j), j, r, . . . des Gebüsches werden von 

dem Ebenenpaare 99' in Paaren assocürter Punkte PP, QQ'i 

RR, . . . geschnitten; und wenn 9 um b sich dreht, so beschreiben 

nicht nur P, Q, R, . . ., sondern zugleich P', Q', R', . . . projeetive 

Punktreihen, und zwar liegen die letzteren in resp, p, q, r, . . , 

zu den ersteren involu torisch. Daraus folgt (11. Äbth. Seite 203): 

„Die Ebeuenpaare 99' des Gebüsches 3 bestehen aus homologen 

„Ebenen des Büschels b und eines zn b projectiven Ebenen- 

„büschels K^ dritter Ordnung; die zu der Basis h windschiefen 

„Hauptstrahlen p, j, r, . . . von S sind die Axen von x^ 

„(Krause). Die cubischen Haumcurveu von S, welche je einer 

„Geraden des Raumes S^ entsprechen, stehen zu x^ in der 

„ Hur witz' sehen Beziehung" (vgl. 11. Äbth. Seite 227). 

Eine beliebige Fläche F^ des Gebüsches S berührt i. A. und 
höchstens sechs Ebenen 9' des cubischen Büschels y.^. Denn wenn 
sie mehr als sechs und folglich alle Ebenen von n^ berührte, so 
würde eine der Ebenen durch b gehen und mit ihrer associirten 
Ebene ein Ebenenpaar von 2 bilden, welches die Basis b zur 
Doppellinie hätte; diesen Specialfall aber haben wir von vorn herein 
ausgeschlossen. Jede der sechs Berührungsebeneu 9' schneidet F^ 
in zwei associirten Hauptstrahlen, welchen die Schnittlinie zweier 
Ebenen von 2^ entspricht, und von welchen der eine zu b wind- 
schief ist. Da derselbe von x' eine Axe ist, so gehen durch ihn 
zwei Ebenen von x^, welche F" berühren, und es ergiebt sich: 
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„Eine Fläche des Gebüsches S enthält i. A. drei zu der Basis h 
„windschiefe Hauptstrahlen, also drei Äxen des cubiseben Ebenen- 
„büschels x^; eine Ebene von 2^ enthält i. Ä. drei Gerade, 
„welchen solche Hanptstrahlen entsprechen." 

Weil vier assoeiirte Punkte von 2 zn dreien dnrch viel' 
Ebenen cp' verbunden werden können, so gehen durch den ent- 
sprechenden Punkt von S^ vier der Ebenen cp^, welchen Ebenen- 
paare 99' von 2 entsprechen. 

„Den Ebenenpaareu 99' des Gebüsches entsprechen demnach 
„in S^ die Ebenen 9^ eines Ebenenbüschels x| vierter Ord- 
„nnng" (Krause). 
Den mit b incidenten Hauptstrahleu des Gebüsches entsprechen in 
2, Gerade, die in je einer Ebene von )t* liegen; den zu b wind- 
schiefen Hanptstrahlen, also den Äxen von x', entsprechen die 
Axen von x^, in welchen je zwei Ebenen von nj sich schneiden. 
Durch einen beliebigen Punkt gehen i. A. vier Ebenen und sechs 
Axen von xf; die letzteren entsprechen den sechs Verbindungs- 
linien von vier associjrten Punkten. Also: 

„Die Congruenz der Axen von xj ist von der sechsten Ordnung 
„und von der dritten Classe." 
Hieraus können wir schliessen, dass nf nicht von der ersten Art 
ist (vgl. Seite 19). Denn da die Sehnen einer bi quadratischen 
Eaumcurve erster Art eine Congruenz sechster Classe zweiter 
Ordnung bilden (Seite 20), so bilden die Axen eines biqnadratischen 
Ebenenbüsehels erster Art eine Congruenz sechster Ordnung zweiter 
(nicht aher dritter) Classe. 

Da eine beliebige Ebene 9, von xj zu der entsprechenden 
Ebene 9 von b collinear ist, so enthält sie eine Gerade &^, welche 
der Basisgeradeu i in 9 entspricht. Den Ebenen der Geraden Jj^ 
entsprechen in dem i^^-Gebüsche Flächen, die mit 9 nur die Ge- 
rade b gemein haben; diese Flächen sind folglich Kegel, welche 9 
längs der Geraden h berühren, einen Büschel bilden und sich in 
einem der Basis 6 associirtea Kegelschnitt von 9' schneiden. Den 
Geraden s von 9, welche durch einen beliebigen Punkt G von b 
gehen, entsprechen in cpj die Geraden Sj des homologen Punktes 
6, von &j. Nim schneiden aber diese Geraden s^ auch die Gerade 
^j, welche (nach Seite 169) dem Punkte G von b entspricht; und 
da ^1 i, A. nicht in cp^ liegt, so muss ^^ durch G^ gehen. Die 
Gerade b^ schneidet somit jede der windschiefen Geraden g^, und 
es ergiebt sich: 



y Google 



172 Neunzehnter Vorfiag. 

„Die Geradeia y^, welche je eiiiem Punkte von h, iiud die Ge- 

„raden b,, welche der Basis b m je einer der Ebenen 9^ ent- 

„ sprechen, bilden die beiden Regeischaaren einer Fläche *Pl 

„zweiter Ordanng. Diese Fläche wird nmhüUt von den Ebenen des 

„Baumes S^, welche den Kegeln des J'^-Gebüsches 3 entsprechen 

„(Seite 169), nud ihr entspricht in S eine geradlinige Fläche 

,, vierter Ordunng, der Ort der Aseu von y.^, welche die Basis 

„b schneiden. Die Ebenen cp' des cubischen Büschels k^ sehiiei- 

,,den die letztere Fläche in je zwei Geraden, denen eine Ge- 

„i'ade (/,, und in je einem Kegelschnitte, welchem eine Gerade 

„bj von $^ entspricht; sie berühren die Fläche in je zwei asso- 

,,ciirten Punkten. Die Fläche $^ ist dem Ebenenbnschel x^ eiii- 

„geschrieben, und dnrch eine beliebige ihrer Geraden p'j gehen 

,,i. Ä. drei Ebenen 9^ dieses Büschels vierter Ordnung (Seite 169). 

„Durch die Geraden b^ von *^\ geht je eine Ebene von y.j; 

„die Geraden g^ werden deshalb dnrch xf ebenso wie dnrch 

„die Regelschaar der b^ projeetiv auf einander bezogen." 

Weil der Ebenenbüschel b von beliebigen Geraden l in pro- 

jectiven Punktreiheu geschnitten wird, so werden die Kegelschnitte 

Xj von Sj, welche den Geraden entsprechen, durch den Ebenen- 

büschel y.\ projeetiv auf einander bezogen. Dieser Büschel x\ 

kann, wie hieraus leicht sich ergiebt, durch einen der Kegelschnitte 

\ und die zu \ projective Regelsehaar der h^ erzeugt werden, 

woraus folgt (vgl. die Anmerkung zu Seite 19): 

,,Der Ebenenbüschel y.f vierter Ordnung ist von der zweiten 
„Art." 

Die Kernfläehe K^ des ii^^-Gebüsches ist der Ort der Doppel- 
geraden seiner Ebeuenpaare cp<p'; sie wird erzeugt durch die pro- 
jectiveu Ebenenbüschel 6 und x^, und geht deshalb dreimal durch 
die Punkte der Basisgeraden b. Sind 99' und xx' 2™ Ebenen- 
paare des Gebüsches, (pj und Xi die entsprechenden beiden Ebenen 
von ü^, so entsprechen der Geraden cpjXi von S^, abgesehen von 
der Basis b, in welcher cp und x sich sehneiden, die drei asso- 
ciirten Hauptstrahlen 9X1 "PX, "^^ 91 ™ii 2- Wenn nun Xi 
in xj der Ebene 91 unbegrenzt sich nähert, so nähern sich 9x' 
und 9'x unbegrenzt der Doppelgeraden des Ebeuenpaares 99', und 
9'x' geht über in die Gerade, längs welcher die Ebene 9' die von 
x^ umhüllte abwickelbare Fläche berührt. Also: 

„Die biquadratisehe Kernfläche K^ des Gebüsches ist der Ort 
„der Doppelgeraden seiner Ebenenpaare, hat die Basis b zur 
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„dreifaclien Leitliuie, uud ist der von >t^ umhiUlten abwickel- 
„ baren Fläclie vierter Ordoniig associirt. Ihr entspricht in 2^ 
„ausser der Fläche ^l die von dem biqnadratiaehen Ebenen- 
„büsehel xj umhüllte, abwickelbare Fläche F^ (sechster Ord- 
„nung) (Krause). Diese Fläche F^ berührt die Kegelschnitte 
„Xj von S welche beliebigen Geraden l des Gebüsches S ent- 
„sprecheu n je v e Punkten (Seite 146); ihre Taugenten und 
„Doppeltange ten ent prechen den mit 6 incidenten bezw. den 
„zu & n nd ch efeu Hauptstrahlen von S" (Seite 171). 

Einer 1 el eb gen Ebene v] im ^^-Gebßsehe entspricht im Räume 
2j eine ge adl n ge Hache El dritter Ordnung; diese nämlich hat 
mit einer C e a le von S ebenso viele Punkte gemein, wie fj mit der 
entsprechen len cul ehe Raumcurve von S, also i. A. drei. Den 
mit b iuci lenten T e a len von r\ entsprechen die zu ihnen pro- 
jeetiven geraden Ei-zeugenden von JEf, ihrem Schnittpunkte G 
entspricht die Schnittlinie g^ der Ebenen, welche Ef doppelt be- 
rühren und je zwei Erzeugende von E^ verbinden; der in i] lie- 
genden Axe von x^ entspricht die Doppelpuuktsgerade d-^ von Ef, 
und jedem Paare associirter Punkte dieser Axe entspricht ein Punkt 
von dj. Den übrigen Geraden l von i) entspricht auf Ef je ein 
Kegelschnitt \. Durch den Ebeueubüsehel d^ werden die Kegel- 
schnitte Xi auf einander und auf die Punktreihe ^j projectiv be- 
zogen, weil die Geraden l den Strahlenbüschel G von ■([ in pro- 
jectiven Punktreiheu sehneiden. Die cubische Regelfläche E^ ist 
der abwickelbaren Fläche Fl längs einer Baumcnrve (fünfter Ord- 
nung) eingeschrieben, welche der Schnittlinie von t] mit der Kern- 
fläche K* entspricht (vgl. Seite 155). Die ebenen Schuittcurven 
von Ef werden in v] durch je einen Kegelschnitt abgebildet, wel- 
cher auf einer Fläche des Gebüsches liegt. 

Einer enbischen Flache von S,, und insbesondere der Fläche 
Ff entspricht in S eine Fläche sechster Ordnung; denn letztere 
bat mit einer Geraden l ebenso viele Punkte gemein, wie die cu- 
bische Fläche mit dem entsprechenden Kegelschnitt J.^, also i. A. 
sechs. Der beliebigen Ebene i) ist deshalb in dem Gebüsche eine 
Fläche fünfter Ordnung associirt, welche die Schnitteurve von -r; 
mit der Kernfläche K^, die in v] liegende Axe von x^ und eine 
Schaar von Kegelschnitten enthält. Die Punkte der Basis b sind 
dreifache Punkte dieser Fläche, weil die ihnen entsprechenden Ge- 
raden von iSj je drei Punkte mit Ef gemein haben; der einfachen 
Leitlinie (/, von Ef entsprechen auf der Fläche drei Gerade (Seite 1 69), 
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welche durch den Schuittpimkt G von v] und h geheu. — Einer 
beliebigen Geraden l ist in dem Gebüsche eine Eaumcuive fünfter 
Ordnung assoeiirt, welche mit l und der Basis h auf einer Flache 
des Gebüsches liegt, durch die vier Schnittpunkte von l mit K*' 
geht und auch mit b vier Punkte gemein hat. 

Einer Begelfläehe It^ zweiter Ordnung in S, die nicht dem 
Gebüsche selbst angehört, entspricht in S^ eine Fläche R\ sech- 
ster Ordnung, weil die cubische Raumcurve von 2, die einer be- 
liebigen Geraden von 2^^ entspricht, i. A. sechs Punkte mit R^ ge- 
raein hat. Die Fläche R\ ist eindeutig auf B^ bezogen und enthält 
drei Scliaaren von Kegelschnitten; zwei dieser Seh aar en eutspreebeu 
den beiden Regel seh aar en von ß^ die dritte entspricht der Schaar 
von Kegelschnitten, in welchen R^ von den Ebenen der Basis b 
geschnitten wird. Durch jede dieser drei Schaaren werden die 
Kegelschnitte der beiden übrigen projectiv auf einander bezogen, 
wie aus der Abbildung auf B^ sich sofort ergiebt (Krause). — 
Wenn die Eegeltläche B^ die Basis b enthält, so entspricht ihr 
in ;Si abgesehen von der Fläche <P^ eine Regelfläche jR^ vierter 
Ordnung. Den Geraden von jß^, welche die Basis b schneiden, 
entsprechen die geraden Erzeugenden von B\, den zu b wind- 
schiefen Geraden von B.^ dagegen entsprechen Kegelschnitte auf 
B\. Diese Kegelschnitte werden durch die Schaar der Erzeugen- 
den projectiv auf einander bezogen, wie aus der Abbildung auf B^ 
sich ergiebt. Die Regelfläche B{ kann also durch projeetive Kegel- 
schnitte erzeugt werden, und ist einer früher (II. Abth. Seite 231) 
untersuchten reciprok; sie berührt demnach i. A. die Ebenen eines 
Büschels dritter Ordnung doppelt uud hat i. A, eine räumliche 
Doppelpunktseurve dritter Ordnung. 
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Anhang. 

Aufgaben und Lehrsätze. 



Tetniüiirale <iiifl(iratisc!ie Stralileiiconiplexc. 

1, Zwei projeetive Stralileubüscliel erster Ordnung in nicht 
specieller Lage bestimmen einen tetraedraleu Complex zweiten 
Grades (Hirst); der Complex besteht aus den Strahlen, welche je zwei 
homologe Strahlen der Büschel schneiden (vgl. Seite 6 und 7). Die 
Mittelpunkte und die Ebenen der beiden Büschel sind Hauptpunkte 
und Hauptebenen des Complexes; durch die übrigen beiden reellen 
oder imaginären Hauptpunkte gehen je zwei homologe Strahlen 
der Büschel. Besteht der eine Büschel aus Durehmessern einer 
Kugel und der andere aus den unendlich fernen Polaren der Durch- 
messer bezüglich der Kugel, so ergiebt sich: 

Die Geraden, welche je einen Strahl eines Büschels erster 
Ordnung rechtwinklig schneiden, bilden einen tetraedralen Complex 
(Thieme). Die Ebene a des Büschels und die unendlich ferne 
Ebene sind zwei Hauptebenen, der Mittelpunkt S des Büschels 
und der unendlich ferne Punkt der zu a. normalen Geraden sind 
zwei Hauptpunkte des Complexes. Die Complexkegel sind ortho- 
gonal, die Complexeurven sind Parabeln. Jeder Complexetrahl hat 
gleiche Abstände von zwei Punkten, deren Verbindungsstrecke in 
S gehäiftet wird und zu a normal ist. Zwei so gelegene Punkte 
bestimmen den Complex , und dieser ändert sich nicht durch Drehung 
um die Verbindungslinie der beiden Punkte oder durch Spiegelung 
an der Ebene a oder an einer durch S normal zu a gelegten Ebene. 

2. Ein Strahlenbündel Ä und ein zu ihm colliueares Feld a 
bestimmen i. A. ebenfalls einen tetraedralen Complex zweiten Grades 
{Briefliche Mittheiluag von R. Sturm). Der Complex besteht aus 
den Strahlen, welche mit je zwei homologen Elementen von Ä und et 
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incident sind, etwa in je einer Ebene von A liegen und die ent- 
sprechende Gerade von a schneiden. Der Pnniüt Ä ist ein Haupt- 
punkt des Complexes, und a ist die ihm gegenüberliegende Haupt- 
ebene. Ein tetraedraler Complex kann anf unendlich viele Arten 
so bestimmt werden, wenn er einen reellen Hanptpankt hat. — 
Die Erzeugung des tetraedralen Complexes durch zwei collineare 
Räume geht über in diese oder die vorhergehende Erzeugung, 
wenn die Collineation der beiden Eäume ausartet. 

Zwei reeiproke Räume S, 2, enthalten i. Ä. zwei quadratische 
tetraedrale Complese von homologen Strahlen, die sich recht- 
winklig kreuzen oder schneiden. Die Strahlen, welche durch je 
einen Punkt von S gehen und zu der entsprechenden Ebene von 
2j normal sind, bilden in 2 den einen dieser Complexe. Der 
Mittelpunkt von 2 ist ein Hauptpunkt des Compleses; jeder andere 
Hauptpunkt liegt unendlich fern in der Richtung, welche zu der 
ihm entsprechenden Ebene von 2j normal ist, und die unendlich 
ferne Ebene ist eine Hauptebene beider Complexe. 

Auch in zwei collinearen Räumen S, 2^ giebt es i. Ä. zwei 
quadratische Complexe von homologen Strahlen, die sich recht- 
winklig kreuzen oder schneiden; diese Complexe aber sind keine 
tetraSdraleu. Der Ort der singulären Punkte des Compleses in 2 
zerfallt nämlich in die unendlich ferne Ebene t], die Fluchtebene 
cp von S und ein Paraboloid Ti, nicht aber in vier Ebenen; und 
der Oit seiner singulären Ebenen zerfällt in das Paraboloid H und 
dessen zwei Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden (p^). 
Alle Complexkegel gehen durch diese beiden Punkte, und die 
Complexcurven sind Parabeln, welche die Fluchtehene (p berühren. 

3. Die Sehnen und Tangenten der cubischeo Raumcurven, 
welche einem Tetraeder ABCD umschrieben sind und eine be- 
liebige Gerade s zur Sehne haben, bilden einen tetraedraleu qua- 
dratischen Complex, von welchem ABCD das Haupttetraeder ist. 
Denn die Ebenenbüschel, durch welche aus ihnen die vier Eck- 
punkte A, B, C, D projicirt werden, sind zu dem Büschel 
s{ABCD) projectiv (vgl. Seite 6), Die cubischen Raumcurven 
sind oo^ Ordnung scurven des Complexes; durch einen beliebigen 
Piinkt geht eine von ihnen (11. Abth. Seite 202), desgleichen durch 
ein beliebiges Punktepaar von s. Je zwei dieser cubischen Ord- 
nungseurven haben eine Schaar gemeinsamer Sehnen und liegen 
mit der Schaar und daher mit der Sehne s auf einer Fläche zwei- 
ter Ordnung (Seite 8). 
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, Dem Tetraeder ÄBCD könneu ao* durch die Gerade s 
! Flächen zweiter Ordnung umschrieben werden; dieselben 
schneiden sich büschelweise in je einer der oc" cubiseben Ord- 
nungscurven des tetraedralen Coraplexes, welche s zur Sehne haben. 
Eine beliebige dieser Flächen enthält eine Schaar von Strahlen 
und eine Schaar cubischer Ordnungscurfen des Complexes; durch 
jeden Punkt der Fläche geht eine dieser Curven ([I, Äbth. Seite 199). 
Dem Tetraeder J.5C-D können oo^ cubische Ordnnngscurven um- 
schrieben werden, welche s und einen beliebigen Complexstrahl 
Sj^ zu Sehnen haben ; dieselben liegen mit der Schaar ihrer gemein- 
samen Sehnen auf der Flache zweiter Ordnung, welche von den 
projeotiven Ebeuenbüscheln s (ÄBCD) und a, {ÄBCD) erzeugt 
wird. Diese oo^ Orcinungscurven werden aus dem Punkte A 
durch Kegel zweiter Ordnung projieirt, welche in ABy AG, AD 
und einem Strahle jener Schaar sich schneiden, also einen Kegel- 
bnschel bilden. Der Complexstrahl s^ schneidet demnach (I. Abtb. 
Seite 150) diese Kegel und zugleich jene oo^ Ordnungseurven in 
Punktepaaren einer Involution; er berührt in den Doppelpunkten 
der Involution je eine der Ordnungseurven. 

5. Die oo* cubischen Raumcurven, welche dem Tetraeder 
ÄBCD umschrieben sind und c!ie Gerade s zur Sehne haben, 
werden von zwei beliebig durch s gelegten Ebenen i], t]^ in je 
zwei homologen Punkten collinear er Felder geschnitten (vgl. Seite 10). 
Denn diejenigen unter ihnen, welche ■») in je einem Punkte einer 
Geraden g schneiden, können mit g durch Flächen zweiter Ord- 
nung verbunden werden (II. Abth. Seite 195), welche ausser g die 
Gerade s und die Punkte Ä, B, C, D gemein haben und folglich 
zusammenfallen (vgl. II. Abth. Seite 38); sie schneiden deshalb die 
Ebene 1]^ in je einem Punkte einer Geraden g^ dieser identischen 
Flächen, Jeder Geraden g von t\ wird also wirklich eine Gerade 
(/, von 7]j durch jene ßaumcurven zugewiesen. Zwei homologe 
Gerade von V] und v|j liegen allemal mit A, iJ, C, D und s auf 
einer Fläche zweiter Ordnung, 

6. Die collinearen Felder ■»), ri^ haben mit jeder Ebene des 
Tetraeders ÄBCD zwei homologe Gerade gemein, sodass ihre 
Collineation bestimmt ist durch ihre homologen Schnitte mit dem 
Tetraeder. Denn jeder Kegelschnitt x, welcher durch drei Eck- 
punkte des Tetraeders geht und mit s einen Punkt gemein hat, 
geht durch zwei homologe Punkte von vj und t]^, weil eine jener 
cubischen Raumcurven in a und die Gerade zerfällt, welche den 

Keye, flaometclo fler Lage, in, 12 
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viei-teii Eckjjuulit enthält uncl y. und .; in getrcoaten Punliten 
schneidet. 

7. Bezieht man also zwei Felder ■/[, -r^^ eollinear so auf eia- 
ancler, i\asa sie mit jeder Ebene eines Tetraeders /.wei homologe 
Gerade gemein halben, so liegen je zwei homologe Punkte der 
Felder auf einer dem Tetraeder iiinschri ebenen cnbisehen Raum- 
earve, welche die Gerade ij-i^j zur Sehne hat. Dieser Satz ent- 
hält eine Eigenschaft ¥on sechs Punkten und einer Seime dor 
cubi sehen Raum cur ve. 

8. Ein teti'aedralef Complex mit reellem Hanpttetraeder 
ABCD ist zu sich seibat polar bezüglich jedes Polarsyatemes, YOn 
welchem ABCD ein Poltetraeder ist. Sind nämlich g, g, zwei 
reciproke Polaien hinsichtlich des Polarsystem es , so sind die 
Ebeuenbüschei g (ABCD) und g^ {ABCD) projectiv (U. Äbth. 
Anhang Nr. 56) ; die Polare g^ eines beliebigen Complexstrahles g 
ist demnach (Seite 6) gleichfalls ein Strahl des Complexes. — Die 
Polaren einer Geraden g bezüglich der oo^ Polarsjsterae and 
Flächen zweiter Ordnung, welche v4B(7Z> Kum PoltetraSder haben, 
bilden also einen fcetraedralen quadratischen Complex; ABCD ist 
das Haupttetraeder und g ein Strahl dieses Complexes. 

9. Ein tetragdraler Complex mit reellem Haupttetraeder geht 
in sich selbst über durch jede Collineatiou, welche die Eckpunkte 
A, B, C, D des Tetraeders in sich selbst überführt. Weil näm- 
lich je zwei homologe Ebeuenbüschei g {ABCD) und g^ {ABCD) 
der ColJineatiou projectiv sind, ho entspricht einem beüebigen 
Complexstrahle g allemal ein Strahl g-y des Complexes, — Eine 
beliebige Gerade wird also durch die cc' Collineationen , welche 
X, B, C, Z) zu Doppelpunkten haben, in die Strahlen eines te- 
ti'aedralen Complexes transformiri, von welchem ABCD das 
HaupttetraSder ist. 

10. Insbesondere geht ein tetraedraler Complex mit reellem 
Hanpttetraeder in sich selbst über durch sieben involutorische 
Collineationen, von denen vier centrisch sind and je einen Eck- 
punkt des Tetraeders zum Centrum und die gegenüberliegende 
Ebene zur luvolutionsebene haben, die übrigen drei aber geschaart 
sind und je zwei Gegenkanten des Tetraeders au Invoiutionsaxeu 
haben. Ein beliebiger Complexstrahl g wird durch diese sieben 
Collineationen in sieben andere Complexstrahlen transfoi-mirt, die 
mit g auf einer Regelfläehe zweifer Ordnung liegen (IL Äbth., 
Anhang Jvr. 5-1); AliCD ist ein Poltetraeder dieser Flache. 
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11. Durch eine bi quadratische Raumenrve erster Art ist ein 
tetraedraler quadratischer Complex bestimmt, welcher alle Tan- 
genten der Cnrve enthält (Seite 19). Der Complex hat das ge- 
meinsame Poltetraeder der oo ^ durch die Cnrve gehenden Flächen 
zweiter Ordnung zum Haupttetraeder und wird durch die Polar- 
systeme dieser Flächen erzeugt. Je zwei Curvenpnnkte , deren 
Tangenten sich sehneiden, liegen mit einem Hauptpunkte des Com- 
plexes in einer Geraden; letztere wird in dem Hauptpunkte von 
cc^ anderen Sehnen der Cnrve geschnitten und liegt mit ihnen 
auf einem Kegel zweiter Ordnuog. 

12, Ein tetraedraler Complex mit reellem Haupttetraeder 
ÄBGD enthält die Tangenten von dreifach unendlich vielen bi- 
quadratisehen ßaumcurven erster Äi-t. Jeder zu den Tetraeder- 
kanten windschiefe Complexstrahl s berührt in einem beliebigen 
seiner Punkte P eine dieser Raumcurven ; in der Curve schneiden 
sieh die -x)* Flächen zweiter Ordnung, welche AB CD zum Pol- 
tetraeder haben nud s in P berühren (Nr. 11; vgl, IL Abth., An- 
hang Nr. 53), Alle jene den Strahl s beriihrenden Raumeurven 
liegen mit s auf einer Regelfiäche zweiter Ordnuug, welche 
ÄBGD zum Poltetraeder hat. Eine beliebige der oc^ Flächen 
zweiter Ordnung, von denen ABCD ein Poltetraeder ist, berührt 
co^ Complexstrahleu , nämlich i. A. zwei in jedem ihrer Punkte; 
diese oo^ Strahlen aber sind die Tangenten von oc^ biquadra- 
tisehen Raumeurven der Flache, und zwar gehen durch einen be- 
liebigen Punkt der Fläche i. A. zwei dieser Curven. Der tetraedrale 
Complex wird erzeugt dmch oc^ Büschel von Polarsystemeii 
(vgl. Nr. 11). 



Specielle ?''^-BüscIiel und tetraedrale Complexe. 

13. Ein tetraedraler quadratischer Complex ist epeciell, wenn 
zwei seiner Hauptpunkte sich in einem Punkte A vereinigen. 
Sein HaupttetraSder artet aus, indem zugleich seine den beiden 
Hauptpunkten gegenüber liegenden Ebenen mit einer durch A 
gehenden Ebene a zusammenfallen. Die cubischen Ordnungscurveu 
und die Kegel des Compleses berühren in Ä eine Kante k des 
Tetraeders, die Complexkegelschnitte aber werden von a in je 
einem Punkte der gegenüber liegenden Tetra gderkante /Cj berührt. 
Die übrigen zwei paar Gegenkanten des Haupttetraeders fallen 
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z.usaDimen mit einem ia a liegenden Paare reeller oder imaginärer- 
Strahlen des Punktes Ä; aie haben mit k, die übrigen beiden 
Eckpunkte des Tetraeders gemein und liegen mit k in den übrigen 
beiden Ebenen desselben, 

14. Wird dieser epecielle tetraedrale Complex durch die Polar- 
aysteme der Flächen eines i^^- Büschels erzeugt, so ist bezüglich 
derselben a die Polarebene von A (vgl. Seite 17). Die Flächen 
des J''^- Büschels berühren folglich sich und a im Punkte A, und 
der F^- Büschel ist ebenfalls speciell. — ■ Zwei Flächen zweiter 
Ordnung, die sich in einem Punkte Ä berühren, bestimmen alle- 
raal einen speciellen .f^^-Büsehel, und ihre Polarsysteme erzeugen 
einen speciellen tetraedralen Complex. Denn die Polaren von 
A bezüglich der beiden Flächen fallen mit der Berührungsebene 
a. dieses Punktes zusammen, von dem Haupttetraeder des Com- 
plexes ist folglich A ein Eckpunkt und a die gegenüberliegende 
Ebene; weil aber cc durch A geht, so vereinigt sich mit A ein 
zweiter Eckpunkt des Tetraeders, und der Complex ist speeicll, 
mit ihm aber der ii'^-Büschel. 

15. Der specielle i^^-Büschel enthält einen reellen oder ima- 
ginären Kegel aweiter Ordnung, veelcher aus dem Hauptpunkte A 
die Grundcurve des Büschels projicirt (Seite 20). Die Schnitt- 
linien dieses Kegels mit der Ebene a berühren beide die Grund- 
curve im Punkte A, welcher demnach ein Doppelpunkt der Curve 
ist. Der Polstralil von a bezüglich des Kegels berührt in A die 
cubischen Ordnungscurven und die Kegel des tetraedralen Com- 
plexes und ist von dessen Haupttetraeder eine Kante k; die gegen- 
überliegende Kante ki ist die Polare von h bezüglich aller Flächen 
des Ji'^-Büseliels und liegt in a. Die übrigen beiden Gegenkanten 
des aasgearteten Haupttetraeders berühren diese Flächen in A 
und sind reciproke Polaren bezüglich derselben ; ihre Coustruction 
führt aa einer leichten Aufgabe zweiten Grades. Sie bestimmen 
mit /ii und k die übrigen beiden Eckpunkte und Ebenen des 
Haupttetraeders, können übrigens imaginär sein. 

16. Die Flächen zweiter Ordnung, welche eine cubische Raum- 
cnrve k^ mit einer ihrer Sehneu s verbinden, bilden einen speciellen 
jF^-Büschel, Sie berühren sich nämlich doppelt, und zwar in den 
reellen oder conjugirt imaginären Schnittpunkten A, B von fc^ 
und s. Die cubisehen Ordnungscurven des zugehörigen tetraedralen 
Complexes berühren sich ebenfalls doppelt in diesen beiden Punkten;, 
ihre Tangenten tt, b in resp. A und B sind zwei Schmieguugs- 
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strahlen von k^ uiid schneiden die Tangentea der resp. Punkte 
B und A von 7c', wenn diese Punkte reell sind (vgl. Nr. 15). Von 
dem Haupttetraeder des Complexes fallen in Ä und B je zwei 
Eckpunkte und in s zwei paar Gegenkanten zusammen; die Ge- 
raden a, b bilden die übrigen beiden Gegenkanten, und in jeder 
der beiden Ebenen, welche durch s gehen und ft^ in Ä und B 
berühren, vereinigen sich zwei Ebenen des Tetraeders. Die bei- 
den Schmieguugsstrahlen a, b von h^ sind reciproke Polaren be- 
züglich aller Flächen des F^-Büaehels. 

17, Wenn ein i^'^-Büsehel ein Bbenenpaar enthält, so be- 
steht seine Grundcnrve aus zwei Kegelschnitten, und seine Flächen 
berühren sich doppelt. Die beiden Kegelschnitte, von denen einer 
oder jeder imaginär sein kann, liegen in je einer Ebene des Paares 
und haben mit der Schnittlinie s ihrer Ebenen die beiden Be- 
rührungspunkte der Flächen gemein. Bezüglich det Flachen die- 
ses singalären ,F^-Büschels hat die Gerade s eme und dieselbe 
Polare Sj, und ein beliebiger Punkt von s einf nnd dieselbe duich 
s, gehende Polarebene. Der zu dem Bü&ehel gehoiige quadra- 
tische Comples hat sonach alle Punkte von s zu Hauptpunkten 
nnd alle Ebenen von Sj zu Hauptebenen; ei besteht aus den Ge- 
raden, welche theiJs s theils Sj schneiden, zeifallt also m zwei 
specielle lineare Complexe. Die cubischen Oidnungscuiven des 
Complexes zerfallen in s und je einen Kegelschnitt &*, welcher 
mit s^ in einer Ebene liegt. Die Kegelschnitte Jc^ haben zwei 
reelle oder imaginäre Hauptpunkte gemein, die auf Sj liegen und 
mit je zwei coujugirten Punkten von s ein Haupttetraeder des 
Complexes nnd Poltetraeder des i^^-Buschels bilden. 

18, Ein anderer singulärer i''^-Büschel ist bestimmt durch zwei 
Involutionen u, m, conjugirter Paukte, die in zwei windschiefen 
reciproken Polaren liegen. Zwei beliebige Punktepaai'e von u und 
Ui bilden allemal die Eckpunkte eines Poltetraeders dieses Büschels. 
Sind M, N die Doppelpunkte von m, und Jtf^, JV^ diejenigen von 
Ml, so schneiden sieh die Flächen des i*'^-Büschels in den Kanten 
des windschiefen Vierecks MM^NNf, und zwei von ihnen zer- 
fallen in je zwei Gegenebenen des Vierecks, üehrigens können 
die vier Doppelpunkte paarweise imaginär sein. Die Geraden, 
welche je einem Punkte oder einer Ebene des Raumes conjugirt 
sind bezüglich aller Flächen dieses speciellen Büschels, bilden keinen 
quadratischen Comples, sondern die lineare Congruenz der mit ii 
und M, ineidenten Strahlen. 
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19. Ein dritter singularer F^-Biiscliel bestellt aus Fläclieii 
zweiter Ordnung, die sieh längs eines reellen oder imaginären 
Kegelschnittes h^ berühren; seine Grundcurve redncirt sieh auf 
diesen doppelt zu zählenden Kegelschnitt, und eine seiner Flächen 
redncirt sieb auf die Ebene ti desselben. Jeder Punkt von i\ 
hat bezüglich der Flächen des BGscliels identische Polarebenen; 
jedes Poldreieck des Kegelschnittes k^ bildet folglich mit dem Pole 
E von ■"] ein Poltetraetler des F'-Böschels, und jede Gerade von 
Tj hat bezüglich jener Flächen eine durch E gehende Polare. 
Die Pole einer veränderlichen Ebene und die Polaren eines ver- 
änderlichen Punktes in Bezug auf zwei beliebige Flächen des 
Büschels sind homologe Punkte reap. homologe Ebenen von per- 
spectiven Bäumen, die -i\ zur CoUineationsebene und den Pol E 
von f\ zum Collineationscentmm haben. Jeder Ebene ist ein 
Strahl von E, jedem Punkte aber eine Gerade von t] eonjugirt 
bezüglich aller Flächen des Büschels. Der J^^-Büschel besteht, 
wenn v| unendlich fern liegt, aus eoucentrischen , ähnlichen und 
ähnlich liegenden Placken zweiter Ordnung. — Die F^-Bösehel 
der Nummern 18 und 19 sind Specialfälle des in Nr. 17 be- 
sprochenen F^- Büschels. 



Flächen dritter Ordnung. 

20. Drei collineare Bündel 8, >S\, S^ erzeugen eine Fläche 
F^ dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte D, wenn in D drei 
homologe Strahlen d, d^^ d^ der Bündel sich schneiden. Dem Punkte 
J) von F^ entsprechen in einer Bildebene ■*], die zu den Bündeln 
reciprok ist, alle Punkte einer Geraden / (vgl. Seite 55). Alle 
cubischen Raumcnrven des ersten und des zweiten Gurvennetzes 
von F^ geben durch D, und dieser Doppelpunkt ist Mittelpunkt 
von je einer Reihe collinearer Bündel der zagehörigen Bündel- 
netze \S^\ und [Pal (vgl. Seite 58). 

21. Von den sechs Hauptstrahlen der Fläche F*, in denen je 
drei homologe Ebenen von S, iSj und S^ sich schneiden, gehen 
., A. drei durch den Doppelpunkt D; dieselben entsprechen drei 
n der Geraden (T liegenden Hauptpunkten der Bildebene "i] und 

sie zerfällt eine cubische Raumcurve l^ des ersten Curvennetzes 
von F'. Nämlich die drei homologen Ebenenbüschel d, d^, d^ 
von S, Sj, 8^ erzeugen diese zerfallende Raumcurve (vgl. I. Abth., 
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Seite 129), welche in T| durcli die Gerade d' und derün drei 
Hauptpunkte abgebildet wird. Auch von iJem zweiten Curven- 
iietze der Fläche zerfällt eine cubisehe Eaumcnrve Ic^ in drei 
durch D geheude Gerade. Weil nun jede Corre k^ des zweiten 
Netzes mit jeder l^ des ersten Netzes durch eine Fläche zweiter 
Ordnung verbunden werden kann (Seite 59), so ergiebt sich: 

Durch den Doppelpunkt D gehen i. Ä. secbs Gerade der cu- 
bischen Fläche F^; dieselben liegen auf einem Kegel zweiter Ord- 
nung. Die erste Polare von D in Bezug anf F^ fällt mit diesem 
Kegel zusammen, weil auch sie die sechs Geraden enthält (vgl. 
Seite 64). 

22. Wir setzen nunmehr die sechs Hauptpunkte der Bild- 
ebene V] wieder als reell voraus und bezeichnen die 27 Geraden 
der Fläche F^ zunächst ganz so, wie im nennten Vortrage. Es 
seien «j, o^, a^ die drei Hauptstrahlen von F^, welche durch D 
geben nnd deren entsprechende drei Hauptpunkte in der Geraden 
d' liegen; dann gehen auch die drei Geraden b^, ög, b^ durch Z*, 
weil sie diese drei Hanptstrahlen schneiden. Die sechs Geraden 
"asi 1^311 ^li-. <^66' '^e*' <^4B fallen mit resp, «j, %, cig, 5^, &5, h^ 
zusammen; denn z. B. die Schnittlinie Cgj der Ebenen ofgig und 
ögjg geht durch ö, schneidet h^ und 6^ ebenso wie der Haupt- 
strahl «1 und ist deshalb mit «j identisch. Die übrigen fünf- 
zehn, von «j, »2, «3, &^, 5^, bf, verschiedenen Geraden c,,, der cu- 
bischen Fläche liegen in den 15 Ebenen, welche je zwei der sechs 
durch D gehenden Geraden verbinden. 

Die nachfolgende Untersuchung dieser 15 Geraden, ihrer 
Schnittpunkte und ihrer Verbindnngsebenen verdanken wir, abge- 
sehen von Nr. 39 bis 44, einer klassischen Abhandlung Cremona's.*) 

23. Wir bezeichnen die sechs durch den Doppelpunkt D 
gehenden und auf einem Kegel zweiter Ordnung liegenden Ge- 
raden der cubischen Fläche F^ nunmehr mit /, 5', 5", 4\ 5', 6'. 
Sie sind mit einander vertauschbar, nnd 1', 3', 3", 4' können 
als vier beliebige von diesen sechs Geraden betrachtet werden. 
Die übrigen fünfzehn Geraden g der Fläche bezeichnen wir mit 

/S', tS', 1'4\ 1'5\ fe", S'3\ 2'4' , 4'6', 5'6', 



*) Cremona, Teoremi atereometriei dai qiiali si deducono le proprietä 
del Esagramma di Pascal (Mem. d. R. AcMjad. dei Linoei, 1876— 77)i vgl. Math. 
Annalen 13, S. 301— 4. Herr Cremona hat mir beieitwilliget gestattet, diese 
seine Bchöneii Untersuchungen hier den dentschen Mathematikern und ins- 
besondere den deutschon Studirenden zugänglioli zu maehen. 
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und nehmen an, daas die Gerade tS" mit 1' und 2", überhaupt 
ik mit den Geraden i und k in einer Ebene liegt. 

Zwei der 15 Geraden g sebneiden sich, wenn ihre Symbole 
keine Ziifer gemein haben; z. B, J'S' und 5'^' schneiden sich in 
dem Punkte, in welchem T^ die Verbindungsebene von 3" und 4' 
trifft, weil dieser Punkt auf F^ und damit auf 3'4' liegt. Jede 
der Geraden g schneidet also drei paar andere und liegt mit ihnen 
in drei, die Fläche F^ dreifach berührenden Ebenen A. Bei- 
spielsweise liegt die Gerade 1'3' mit den drei paar sie schneiden- 
den Geraden g in den Ebenen 

lY . 3'4' . 5'6\ 12' . S'S' . 4'6\ i2' . 3'6' . 4'5'. 
Die 15 Geraden g der cnbischen Fläche bilden demnach 15 Drei- 
ecke A und schneiden sich in 45 Punkten A\ jede von ihnen ent- 
hält drei paar Punkte Ä in luvolntion (Seite 91). Ein beliebiges 
der 15 Dreiecke A hat mit drei paar anderen je eine, mit den 
acht übrigen aber keine Seite gemein. 

24. Von zwei Dreiecken A, die keine Seite gemein haben, 
sagen wir mit Cremona, „sie bilden ein Paar". Jedes der fünf- 
zehn Dreiecke A kommt sonach in acht Paaren vor, und die An- 
zahl aller Dreieckpaare ist 15.4 = 60. Die Schnittlinie p der 
beiden Ebenen eines Paares hat mit der Fläche F^ drei Punkte 
A gemein, in welchen je zwei Seiten der beiden Dreiecke sich 
und p schneiden. Beispielsweise bilden die Dreiecke 1'2' . B'4' . 5'6' 
und 4'5' . &X . S'.iJ' ein Paar, und die Schnittlinie p ihrer Ebenen 
hat mit F^ die drei Punkte i'S" . 4'5', 3'4' . ß'l' und 5'6' . 'J3' 
gemein. 

Projicirt man aus dem Doppelpunkte D die drei paar sieh 
schneidenden Seiten eines Dreieckpaares auf eine beliebige Ebene, 
so erhält man die drei paar Gegenseiten eines einfachen Sech.s- 
ecks, dessen Eckpunkte auf den sechs Geraden 1, 2\ 3', 4', 5', 6' 
und somit auf einem Kegelschnitte liegen; die Projection der Ge- 
raden p enthält die Schnittpunkte der drei paar Gegenseiten und 
ist die Pascat'sche Gerade des Sechsecks, Cremona nennt deshalb 
p selbst eine Pascalgerade und entlehnt der Theorie der Pas- 
cal'sehen Sechsecke ebenso die später folgenden N men. 

25. Die Ebenen der 60 paar Dreiecke A sehneiden sich also 
in 60 Pascalgeraden ^, welche je drei der 45 Punkte A enthalten; 
in jeder der 15 Ebenen A liegen acht dieser Geraden p. Durch 
jeden der 4ö Punkte A gehen vier Pascal gerade ; denn die beiden 
Geraden g, welche in einem Punkte A sich schneiden, liegen in 
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je drei Ebenen A, und nur zwei dieser sechs Ebenen fallen zu- 
sammen, die übrigen vier aber schneiden sich in den vier durch 
A gehenden Pasealgeraden p. Beispielsweise gehen durch den 
Punkt 1'^ . 3'4' die vier p, welche die Ebenen l'ä" . 3'5' . 4'6' und 
J'5' . 3'6' . 4'5' mit 3'i' . 1'6' . S'5' und 3'4' . 1'5' . S'6' gemein haben. 

26. Jedes paar Dreiecke A bestimmt zwei coujugirte Drei- 
kante oder Steiner'sche Trieder (Seite 88); jedes dieser Trieder 
wird von den Ebenen des andern in drei Dreiecken A geschnitten. 
Beispielsweise bestimmen die Dreiecke 1'5'. 4'6'.^5' und 6'ä^ .S'ö'.l'i' 
durch ihre drei paar incidenteu Seiten das Trieder der Ebenen 
l'ß' . 6' 8' . 4' 5', 4'6' . 3' 5' . 1'^, S'5' . i4' . 3'6'; ihre beiden Ebenen 
aber bilden mit 4'5' . 1'^ . 3'6' das coujugirte Trieder. Die Mittel- 
punkte S, S^ vou zwei eonjngirteu Triedern heissen coujugirte 
Steinerpunkte; die Kanten der conjugirten Trieder sind sechs 
Pascalgerade. Jede der 60 Pascalgeradeu p ist Kante eines 
Steiner'scheu Trieders und enthält einen Steinerpunkt 5"; durch 
jeden Steinerpunkt aber gehen drei Pasealgerade. 

Die 15 dreifach berührenden Ebenen A bilden demnach 
20 Steiner'sche Trieder oder zehn paar conjugirte Trieder; die 
Kanten und Mittelpunkte der 20 Trieder sind die 60 Pascalgeraden 
p und die 20 Steinerpunkte S. Jede Ebene A enthält vier 
Steinerpunkte S; sie kommt nämlich in vier Triedern vor, weil 
sie vier paar Pascalgerade ji enthält (Nr. 25). 

27. Mit den beiden Dreiecken A eines beliebigen Paares, 
z. B. mit t^ . 3'4' . 5'6' und 3'5' . 1'6' . ^4', haben ausser dem 
Dreiecke 4'6' . 3'3' . 1'3', welches mit ihnen auf einem Steiner'- 
scheu Trieder liegt, nur drei andere Dreiecke A keine Seite ge- 
mein, nämlich: 

3'6' . S'5' . f4\ 4'5' . 2'6' . 1'3' und 4' 6' . l'ö' . 3'3'. 
Diese drei A bilden mit jenen beiden eine Gruppe von fünf Drei- 
ecken, die zusammen alle fünfzehn Geraden g der Fläche F^ ent- 
halten, und von denen keine zwei eine Seite gemein haben. 

Die Ebenen der fünf Dreiecke bilden demnach ein Fünffiach, 
dessen zehn Kauten aus Pascalgeraden p bestehen und welches ich 
ein Cremona'sches Pentaeder nenne. Das Pentaeder ist durch 
je zwei seiner fünf Ebenen A oder auch durch eine beliebige 
seiner 10 Kanten p bestimmt, und bat mit der Fläche F^ die 
15 Geraden g gemein. 

28. Die 60 Pascalgeradeu sind die Kanten vou sechs Cremona'- 
schen Pentaedern, welche von je fünf Ebenen Ä gebildet werden 
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(Nr. 27). Jede cler 15 Ebenen A kommt in zweien dieser 
Pentaeder vor iind wird von deren übrigen Ebenen in ihren acht 
Pascalgeraden geschnitten. Beliebige zwei der sechs Pentaeder 
haben allemal eine Ebene A gemein; denn die fünf Ebenen von 
einem beliebigen der Pentaeder liegen in je einem der übrigen 
fünf Pentaeder. 

Die 60 Eckpunkte K der sechs Pentaeder heiasen Kirkman- 
punkte; durch jeden von ihnen geben drei Pasealgerade j3, und 
auf jeder p liegen SJiT, Iü den Pentaedern liegt jeder Pascal- 
geraden ein Kirkmanpunkt K gegenüber. Die 15 Ebenen A ent- 
halten jede acht Pascalgerade nnd zwölf Kirkmaiipunkte, welche 
zwei vollständige Vierseite bilden. 

29. Die dreifach berührende Ebene 1'2' . 3'4' . 3'6' liegt mit 
den Ebenenquadrupelu : 

3'5' .1'6' .2'i', Sf6' .^5' .1'4\ 4'5' . S'6' . t3', 4'6' . X5' . S'S" 
uTiA4'6'.a'5'.l'3', 4'5'.r6' .3'3', 3'6' . f5' . 3^4', 3'5' . ä^6' . 1'4' 
in zwei Cremona'schen Pentaedern; 7Aigleich bildet sie mit jeder 
Ebene des ersten Qnadrnpela und der darunter verzeichneten Ebene 
des zweiten ein Steiner'sches Ti-ieder. Auf den vier Schnittlinien 
p dieser vier paar Ebenen liegen deshalb die vier Steinerpunkte 
der Ebene 1'2' . 3'4' . 5'6'. Nun gehen aber diese vier Pascal- 
geraden ]} durch je drei der folgenden sechs Punkte A: 
3'5' . 4'6\ l'& . 2'5', 2'4' . TS', 3'6' . 4'5\ ^6' . 1'5', 1'4' . 2'^, 
in welchen sie sich schneiden; sie bilden folglich ein vollständiges 
Vierseit mit diesen 6 Eckpunkten Ä, und liegen in einer Plücker- 
ebene t:. Die vier Steiner punkte S der Ebene 1'^ . 3'4' . 5'6' 
aber liegen auf der Schnittlinie der Ebene mit tc, also in einer 
Geraden, welche eine Plücker- oder Steinergerade heissen 
möge. Das Nämliche gilt von jeder anderen dreifach berühren- 
den Ebene A. 

30. Von jeder der 15 Ebenen A liegen also die vier Steiner- 
punkte S auf einer Steinergeraden s; die vier Pascalgeraden aber, 
welche der Ebene A in den vier sie enthaltenden Steiner'schen 
Triedern gegenüberliegen, schneiden sich in sechs Paukten A und 
liegen mit s in einer Plückerebene x. Es giebt 15 Steinergerade 
s, welche je vier Steinerpunkte, und 15 Plückerebenen tu, welche 
je eine Steinergerade s, je vier Pascalgerade j;, je sechs Punkte 
A und je zwölf Kirkmanpuukte K enthalten. Die 60^ liegen in 
je einer, die ibA aber in je zwei der 15 Ebenen z. 

Die 10 Kanten p eines Cremona'schen Pentaeders enthalten 
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zehn Stein er punkte 6', namlicli jede einen (Nr. 26)-, iü jeder 
Ebene A des Pentaeders aber liegen vier dieser 10 S anf einer 
Steinergeraden s. Die 10 Pnnkte S liegen also zu vieren in fünf 
Geraden s, nnd je zwei der 5 s sciiüeiden sich suf einer der Kan- 
ten p in einem der 10 Punkte S. Kurz, die 5s und die JOS 
sind die Seiten und Eckpunkte eines vollständigen Fünfseits und 
liegen in einer Ebene y. 

31. Soleher Cremona-Ebenen 7 giebt es sechs; jede von 
ihnen gehört au einem der sechs Crem ona' sehen Pentaeder und 
sehneidet dessen 5 Ebenen and 10 Kanten in 5 Steiiiergeraden s 
und 10 Steinerpunkteo S. Weil je zwei dieser Pentaeder eine 
Ebene A gemein haben (Nr. 28), so schneiden sich je zwei der 
sechs Ebenen f in einer St ein er geraden s. Das Sechsflach der 
6 Crem ona -Ebenen y hat folglich die 15 Steinergeraden s zu 
Kanten und die 20 Steinerpunkte S zu Eckpunkten. 

32. Eine beliebige Ebene schneidet die sechs durch D gehen- 
den Geraden der cubisehen Flache F^ in sechs Punkten eines 
Kegelschnittes. Projiciren wir nun die bisher betrachteten Ge- 
raden und Punkte aus dem Doppelpunkte D auf diese Ebene, so 
ergeben sich die folgenden Sätze über Pascal's Hexagramma 
mysticum (vgl. Nr. 24). 

Sechs Punkte eines Kegelschnittes sind die Eckpunkte von 
60 einfachen Sechsecken, deren Gegenseiten auf je einer Pascal- 
geraden 2J sich schneiden. Ihre 15 Verbindungslinien <j haben 
ausser den 6 Punkten noch 45 Schnittpunkte A, welche zu sechsen 
auf den lö (/ und zu dreien auf den 60 Pascalgeraden p liegen. 
Die 60 j) gehen zu vieren durch die 45 Punkte A, ausserdem aber 
zu dreien durch 20 Steinerpunkte S und 60 Kirkmanpunkte K; 
jede Pascalgerade p enthält einen Steinerpunkt und drei Kirk- 
manpunkte. Die 20 S sind die Projectionen der 20 Eckpunkte 
eines vollständigen Sechsflaches (Nr. 31); sie liegen zu vieren in 
15 Plücker- oder Steinergeraden s und bilden mit diesen die Eck- 
punkte und Seiten von 6 vollständigen Fünfseiten (Nr. 30). Jedem 
Steinerpunkte S ist ein anderer S^ conjugirt, und zwar auch be- 
züglich des Kegelschnittes, wie weiterhin (Nr. 34) sich ergiebt. 
Die 60 Pasealgeraden p bilden zu vieren 15 Plücker'sehe Vier- 
seite, die je sechs der 45 Punkte A zu Eckpunkten haben, und 
je vier auf einer Geraden s liegende Steinerpunkte S enthalten. 

Die 60 Pasealgeraden p uud die 60 Kirkmanpunkte K grup- 
piren sich zu sechs Vevouese-Cremona'schen Conflgurationeu von 
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je 10p und lOK. Jede dieser Configurationea kann (Nr. 28} als 
Projection eines vollständigen Fünfflacbes und dalier aneh als 
Schnitt eines vollständigen Fünfecks anfgefasst werden; sie ist zu 
sick selbst reciprok- polar, ilire 10 Geraden p enthalten je drei 
ihrer 10 Punkte K, nnd durch ihre lOK gehen je drei ihrer lOj»; 
die Steinerpunkte S ihrer 10 Pascalgeraden bilden die 10 Eck- 
punkte von einem der 6 vollständigen Fünfaeite, die aus je 5 
Steinergera den s bestehen. 

Die 60 Kirkra an punkte K liegen, wie nnten (Nr. 37) sich 
ergiebt, ku dreien noch auf 20 Salmon- oder Cayleygeraden c, 
die je einen Steiuerpnnkt S enthalten; diese 20c aber gehen zu 
vieren durch 15 Salmonpunkte S', und jede von ihnen enthält 
drei dieser ff. Die 20 Cayleygeraden und 15 Salmonpunkte sind 
die Projectionen der 20 Geraden und 15 Punkte einer bekannten 
Configuration, welche 15 paar perspective Tetraeder enthält. 

33. Wir wenden uns nach dieser Abschweifung wieder den 
sechs Cremona' sehen Pentaedern zu, und bezeichnen dieselben mit 
i, S, 3, 4, 5, f). Mit 12 bezeichnen wir die gemeinsame Ebene 
A der Pentaeder 1 und 3, mit 1{S3) die Pascalgerade p, in 
welcher die Ebenen 12 und 13 des Pentaeders 1 sich schneiden, 
mit 1(234) den Kirkmanpunkt K, welchen die drei Ebenen 
13, 13, 14 von 1 gemein haben, u. s. w. Da die Pentaeder mit 
einandei \ertaubchbar sind, so können 1, 5, 5, 4 als beliebige 
vier von ihnen betrachtet werden, und was für diese bewiesen 
wird, gilt von je vier der sechs Pentaeder. 

Die Ebenen von zwei Dreiecken A, die ein Paar bilden, lie- 
gen m einem und demselben Pentaeder (Nr. 27); ihre Symbole 
haben deshalb eme Ziffer gemein, wie 12 und 13. Dagegen bil- 
den die Ebenen 12 und 34 kein Paar, sie schneiden sich nicht 
in einei Pa<fcal geladen p, sondern in einer der 15 Geraden g von 
F^. Durch dieselbe g aber geht auch die Ebene 56, weil jedes 
der 6 Pentaeder in seinen 5 Ebenen A alle 15 g enthält. Die 
sechs Pentaeder fuhren demnach zu einer Bezeichnung der 15 
Ebenen A und der 15 Geraden (f, welche der früheren Bezeich- 
nung der 15^ bezw. der 15 A ganz analog ist. 

34. Wir bezeichnen mit 123 das Dreiflach der Ebenen 23, 
31 und 12, welche in je zweien der Pentaeder 1, 2, 3 liegen. 
Zwei Dreiflache, wie 123 und 456, deren Symbole keine Ziffer 
gemein haben, sind alleraal coujugirte Steiner'sche Trieder, weil 
jedes derselben von den Ebenen des andern in drei Dreiecken A 
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gesdinitten wird (Nr. 33). In dem Mittelpunkte S des Trieders 
123 schneiden sieh (Nr, 31) die Oremona-Ebenen der drei Penta- 
eder 1, 3, 5; diejenigen der übrigen drei Pentaeder schneiden sich 
in dem Mittelpunkte S, Yon 456. Die 10 paar conjugirten 
Steinerpnnkte S, S^ sind demnach die 10 paac Gegenpunkte des 
Sechsflaches der Cremona- Ebenen f. 

Die Mittelpunkte conjugirter Trieder liegen auf der Kern- 
fiäche K^ der cnbischen Fläche F^ und sind reciproke Pole in 
Bezug auf F^ (Seite 102); d. h. sie sind conjugirt bezüglich der 
ersten Polaren aller Punkte nach F'^. Das Sechsflach der Cre- 
mona-Ebenen 7 ist also ein Polsechsflach der cnbischen Fläche 
F^ und ihrer ersten Polaren (vgl. Seite 116); seine Gegenpunkte 
sind conjugirt bezüglich der ersten Polaren und insbesondere 
(Nr. 21) bezüglich des Kegels D^ zweiter Ordnung, welcher die 
sechs Geraden f, S", 3\ 4', 5', 6' der Fläche F'^ verbindet. 

35. Hier möge eine Bemerkung Cremona's über die allge- 
gemeine oubisclie Fläche mit 27 reellen Geraden ihren Platz 
finden. Die 27 Geraden bilden 36 Doppelsechse, und nach Aus- 
scheidung der 12 Geraden einer Doppelsechs bleiben 15 Gerade 
übrig, die wir wie früher (Seite 82) mit 

"lai c,8, t-'j^, Cjg, qg, C23, C24, ...., Cge 
bezeichnen. Zwei dieser 15 Geraden nun schneiden sich, wenn 
ihre Symbole, wie e^^ ^^^ ^S4, deinen Index gemein haben. Für 
die 15 Geraden c,t gelten deshalb alle Satze, die wir für die 15 
Geraden ^ der cubischen Fläche mit Doppelpunkt bewiesen haben; 
denn lediglich von der Bemerkung ausgehend, dass zwei Gerade 
ff sich schneiden, wenn ihre Symbole, wie l'S' und 3'4', keine 
Ziffer gemein haben, gelangten wir zu jenen Sätzen. 

Auch die 15 Geraden Cn, der allgemeinen cubischen Fläche 
liegen also zu dreien in 15 dreifach berührenden Ebenen A, 
welche 10 paar conjugirte Steiuer'sche Trieder und 5 Cremona'sche 
Pentaeder bilden; die 15 Ebenen A schneiden sich zu dreien in 
den 16 Geraden Cik und zu zweien in 60 Pascalgeraden p, welche 
je einen Steinerpunkt S und je drei Kirkmanpunkte Ä" enthalten ; 
die 10 paar conjugirten Stein erpunkte aber sind die 10 paar 
Gegenpunkte eines vollständigen Sechsflaches, welches von der eu- 
bischeu Fläche ein Polsechsflach ist. Den 36 Doppelsechsen der 
Fläche entsprechen übrigens 36 Polsechsflache, und jedes der 120 
Paare conjugirter Steinerpunkte kommt in drei Poisechsflachen 
vor. — Auch die weiterhin bewiesenen Sätze gelten ebensowohl 
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für die allgemeiae cubiaehe Fläche wie iüi: diejenige mit einem 
Doppelpunkte. 

36. Die dreifach berührende Ebene 66 schneidet in den drei 
Seiten g ihres Dreiecks A die drei paar Ebenen 

13,34; 13,24 und 33,14 
(Nr. 33), Die letzteren zwei paar Ebenen gehen folglich durch 
einen Eckpunkt A dieses Dreiecks und schneiden sich ausserhalb 
der Ebene 56 in den vier durch Ä gehenden Pascal ge raden : 

5(J5), 4(12), 1(34), 2(34). 
Von den vier Pascalgeradeu p, welche der Ebene 12 in ihren 
vier Stein erpunkten S begegnen, nämlich von den vier Geraden: 

3(13), 4(13), 5(13), 6(12) 
schneiden sich also die beiden erstereu und ebenso je zwei andere 
in einem Punkte A\ woraus wiederum folgt, dass diese ^p in 
einer Plückerebene % oder (12), die 4 S aber in einer Steiner- 
geraden s liegen. In letzterer wird die Ebene 12 von der Plücker- 
ebene (12) geschnitten. Die Plückerebene (34) verbindet mit der 
Steinergeraden von 34 u. A. die beiden Pascalgeraden 1(34) und 
3(34); sie geht also durch denselben Eckpunkt des in 56 liegen- 
den Dreiecks A, wie die Plückerebene (13), und ist durch die 
übrigen beiden Eckpunkte A harmoniacb von (12) getrennt. 

37. Die drei Pluckerebenen (12), (13) und (33) schneiden 
sich in einer Sainion- oder Cayley-Geraden c = (123), welche 
drei Kirkmaupuukte K und einen Steineipunkt S enthält. Näm- 
lich die drei Pascal ge raden : 

4{12), 5(13), 6(12) der Plückerebene (12) 
liegen (Nr. 33) mit den drei Geraden p: 

4(13), 5(13), 6(13) der Ebene (13) 
in den resp. drei Ebenen 41, 51, 61 des Pentaeders 1, sehneiden 
also diese 3^ in drei Punkten der Geraden c, welche (12) mit 
(13) gemein hat. Die drei Schnittpunkte auf c sind die Kirk- 



4(133), 5(123), 6(123), 
welchen in den Pentaedern 4, 5, 6 die resp. Pascalgeraden 

4(56), 5(64), 6(45), 
also die Kanten des Steiner'schen Trieders 456 gegenüberliegen. 
Durch dieselben diei Punkte K geht auch die Plückerebene (23), 
wie dui-ch Vertauscbung von 1 mit 3 sieh ergiebt. Den Mittel- 
punkt S des Trieders 133 aber enthält die Gerade c, weil die 
Ebenen (13), (13) und (23) durch S gehen. 
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Diese Oayleygerade c, die wir mit {123) 1 
bindet also den Steiuerpuukt S cles Ttieders 123 mit den drei 
Kirkman punkten K, welchen die drei Pascalgeraden des mit S 
conjugirten Steinei-punktes 5^1 gegenüberliegen; durch S^ geht die 
conjagirte Cayleygerade (456). 

38. Es gieht 10 paar eoujugirte Cayleygerade e. In jeder 
der 20 c schneiden sich drei Plüekerebenen %; in jeder c liegen 
drei Kirkmanpnnkte K und ein Steinerpunkt S. Zwei Cayley- 
gerade liegen in einer Plüekerebene und schueideu sich, wenn 
ihre Symbole zwei Ziffern gemein haben; so liegen {123) und 
{124) in der Ebene [12). Die vier C ayley geraden : 

{123), {124), {134), {234) 
liegen demnach zu zweien in den sechs Plückerebenen : 

(IS), (25), (23), (3<), (äO, (M); 
sie bilden mit diesen 6 % ein voDständiges Vierkant und geben 
mit ihnen dnrch einen Salmonpunkt {1234) oder S'. 

Ueberhaupt schneiden sieb die 20 Cayleygeraden zu vieren und 
die 15 Plüekerebeneu zu sechsen in 15 Salmonpnnkten S' und bilden 
lö vollständige Vierkaule. Jede der 15 Plückerebenen jc enthält 
vier Cayleygerade c, die sieb in sechs Salmonpuakten S' sclinei- 
den; beispielsweise enthält (12) die vier Geraden {123), {124), 

(125), {126) und deren 6 Salmonpunkte {1234), {1235) 

{1256). Die 12 Kirkmanpuukte K einer Plßekerebene % liegen 
zu dreien einerseits auf den vier Cayleygeraden c, andererseits 
(Nr. 28, 29) auf den vier Pascalgeradeu ^j von ir; die 4^ schnei- 
den die 4 c in den 12^ und den vier Steinerpunkteu S von ic. 

39. Die 15 Plüekei-ebeuen z, die 20 Cayleygeraden c und 
die 15 Salmonpunkte S' bilden die bekannte Configuration 
(15g, 20g), welche 15 paar perspective Tetraeder eutbäit.*) Eines 
dieser Tetraeder paare hat die Plüekerebene {12) zur Colüneations- 
ebeue, den „gegenüberliegenden" Salmonpunkt (5^56) zum Coli i- 
neationseentrum, und wird gebildet von den Plückerebenen: 

{13), {14), {15), {16) und {23), {24), {25), {26); 
denn letztere schneiden sich paarweise in den vier Cayleygeraden: 

(IJ ) (l'>f) {U ), (126) 
der Ebene (iS), und die hrm>logen Eikpunkteder beiden Tetraeder, 

*) Diese nicht unwiclitige Bemerkung ist Herrn Cremona a. a. 0, ent- 
gangen; im Debrigen 1 e'^iireibt deveelbe die Gonflguration eingehend. Ueber 
Conflgiu-ationen vergleiclie man meine beiden Aufsätze in den Acta mathe- 
matica I, OhriatiaBia 188S. 
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wie (1456) und {2456), liegen mit tlem Funkte {3436} auf je 
einer der vier Cayleygeraden : 

(456), (563), (634), (345). 

40. In dieser Configuration liegt jeder Plückerebene tu ein 
Salmonpunkt S', und jeder Gay] ey geraden c die conjngirte Cj 
gegenüber, z, B. der Ebene (^5) der Punkt (2456) nnd der Ge- 
raden (123) die conjugirte (456). Durch die Configuration ist, 
wie man leicht nachweist, ein räumliches Polarsystem bestimmt; 
und zwar ist jeder der 15 Salmonpunkte der Pol der ihm gegen- 
überliegenden Plückerebene, imd jede Cayleygerade e die Polare 
der gegenüberliegenden c,. (Vgl. die analoge Configuration in der 
Ebene, IT. Abth. Seite 135). 

Die Configuration enthält sechs vollständige Fünfecke nnd 
sechs vollständige Füufflache, deren Eckpunkte, Kanten und 
Ebenen aus Salmonpunkten, Cayleygeraden und Flücberebenen be- 
stehen. Die fünf Plüekerebenen : 

(13), (13). (14), (15), (16) 
bilden eines dieser Füufflache, und die ihnen gegenüberliegenden 
Salmonpunkte bilden eines der Fünfecke. Dieses Fünfeck macht 
mit dem Funfflache zusammen die ganze Configuration aus, seine 
10 Ebenen gehen durch je eine Kante, und seine Kauten durch 
je einen Eckpunkt des Fünfflaches. Die Steinerpunkte der 10 
Kanten c des Füafflaches liegen in der Cremona-Ebene y des 
Pentaeders 1; denn die 5 Ebenen 13, 13, . . ., 16 von 1 schnei- 
den die gleichnamigen Ebenen des Fünfflaches in ihren 5 Steiner- 
geraden s. 

41. Cremona nennt gelegentlich das Sechsflaeh der Ebenen y, 
dessen Eckpunkte und Kanten die 20 Steinerpunkte und 15 
Steinergeraden bilden, den Kern der ganzen räumlichen Figur. 
Mit grösserem Rechte scheint mir die Configuration der 15 ir, 20 c 
und 15 S' diesen Namen zu verdienen; denn nicht nur ist sie mit 
den 15 Geraden ^ der cubischen Fläche ebenso innig wie das 
Sechsflach verbunden, sondern es ergeben sieh auch aus ihr 
sehr leicht diese 15 Geraden, während letztere aus dem Sechs- 
flache allein nicht abgeleitet werden können. 

Um beispielsweise die Gerade (/ zu construiren, in welcher 
die Ebenen 12, 34 und 56 sich schneiden (Nr. 33), bemerken wir, 
dass 56 mit den Ebenen 13 und 24 eine zweite Gerade g^ ge- 
mein hat, und dass durch den Schnittpunkt Ä von g und g^ die 
4 Pasealgeraden: 
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1(23), 4{23), 2(14), 3(14) 
xind die sie paarweise verbindenden Plöckerebenen (23) uad (14) 
gehen (vgl. Nr. 36). Die Gerade 12.3i.56 hat also mit der 
Schnittlinie (23) (14) dieser beiden Plüekerebenen den Pankt A 
gemein, ebenso aber mit (13) {24) einen anderen Punkt A^; die 
Verbindnngsebene der beiden in (1334) sich schneidenden Geraden 
(23) (14) und (13) (24) geht folglich durch 12.34.56 oder ^ 
(Cremona). Durch Vertanschnng von 12 und 34 mit 56 ergiebt 
sieh hieraus: 

In der Geraden 12 .34 . 56 der cubischen Fläche F^ schneiden 
sieh die Ebenen der drei Geradenpaare: 

(23)il4), (13){24); (45) (36), (55) (^6) und (61)(52), (51)(62). 
Auf diese Weise kann mit Hülfe der 15 Plüekerebenen tc jede 
der 15 Geraden g von F" als Schnittlinie dreier Ebenen con- 
struirt werden. Durch die 15^ aber ist F^ bestimoit; denn die 
Ebenen dieser Geraden sehneiden die Fläche noch in je einem 
Kegelschnitte, von welchem acht Punkte bekannt sind als Schnitt- 
punkte mit 8 anderen Geraden g.*) 

42. Die Configuration (15g, 20^) der 15 paar perspectiven 
Tetraeder hängt i. A. von J9 Parametern ab. Man kann näm- 
lich von zwei perspectiven Tetraedern das eine nebst dem Cen- 
trum der Collineation ganz beliebig annehmen, von dem anderen 
aber die vier Eckpunkte beliebig auf den Geraden, welche die 
homologen Eckpunkte des erstereu mit dem Centrum verbinden; 
die Collineationsebene und die ganae Configuration sind dadurch 
bestimmt. Auch die allgemeine cubische Fläche hängt von 19, 
diejenige mit Doppelpunkt aber von nur 18 Parametern ab.**) 
Ich habe mich überzeugt, dass jede allgemeine Configuration 
(15g, 2O3) auf die soeben angegebene Art zu einer allgemeinen 
cubischen Fläche F^ führt, zugleich aber (Nr. 35) zu einer Dop- 
pelsechs dieser F^. Nach einem Satze von Frdr, Schur besteht 



*) De Paolis hat in seinen „Rieerohe sulle superficie di 3° grado" 
(Memorie della B. Acca,d. dei Lincei, 1880/1, Serie 3^, Vol. X| den innigen 
Zusammenhang der Tetraeder-Configtiration {15^, 20,) mit einer Gruppe von 
sechs Flächen dritter Ordnung and sechs Flächen dritter Classe nachgewiesen. 
Die Fläche dritter Ordnung F", welche auf die soeben angegebene Art ein- 
deutig durch die Configuration bestimmt wird, ist jedoch in der Gruppe de 
Paolis' nicht enthalten. 

**) Vgl. meinen sjnthetischen Beweis in Crelle'a Journal f. d. r. u. a,. 
Math. Bd, 104 S. 224. 
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die Doppelseclis aus sechs paar recipi-oken Polaren bezüglich eines 
Polars jstemes; vermuthlich ist dieses identisch mit dem Polar- 
systeme, in welühem (nach Nr. 40) die Configuration sieh selbst 
zugeordnet ist. Die zu einer cubisclien Fläche mit Doppelpunkt 
gehörige Ooufiguratioa muss ebenfalls speciell sein. Vielleicht sind 
ein Punkt derselben und die gegenüberliegende Ebeue incident, 
oder sie sind harmonisch getrennt durch die homologen Eckpunkte 
der zugehörigen beiden perspectiven Tetraeder, 

43. Eine dreifach berührende Ebene A und eine Plücker- 
ebene iz, deren Symbole, wie 56 und (12), keine ZifPer gemein 
haben, schneiden sich in einer Kirkmangeraden k. Solcher 
Geraden k giebt es neunzig, und zwar vertheilen sich dieselben zu 
sechsen einerseits auf die 15 A, andererseits auf die 15tc, 

Jede Kirkmangerade h verbindet zwei der 60 Kirkmanpunkte 
K mit einem der 45 Punkte A. Denn die beiden Geraden 3(13) 
und 4(12) der Plnckerebene (12) gehen mit 1(34) und 2(34} durch 
eiuen Eckpunkt Ä des in 56 liegenden Dreiecks A (Nr. 36), wäh- 
rend die übrigen beiden Pascalgeraden 5(12) und 6(12) von {12) 
die Kirkmanpunkte 5(126) und 6(125) mit 56 gemein haben. 
Die Schnittlinie k von 56 und (12) verbindet also in der That 
diese beiden Punkte K mit jenem A. Ebenso liegen auf der 
Kirkmangeraden 12(34:) die beiden Kirkmanpunkte 1(234), 2(341) 
und der Punkt A, welchen die Ebene 12 mit den vier Pascalgeraden 

5(34), 6(34), 3(56), 4(56) 
gemein bat. 

Die sechs Kirkmangeraden h, welche in der Ebene eines 
Dreiecks A liegen, schneiden sich paarweise in den Eckpunkten 
von A und bilden die drei paar Gegenseiten eines vollständigen 
Vierecks, Denn z. B, diejenigen der Ebene 56 sind die Schnitt- 
linien von 56 mit den drei paar Plückerebenen : 

{12), (34); (13), (2i); (U), (23); 
letztere aber gehen durch je einen Eckpunkt des in 36 liegenden 
Dreiecks A (Nr. 36} und sind die drei paar Gegenebenen eines 
vollständigen Vierkants von Cayleygeraden (Nr. 38). 

44. Die vier Kirkmanpunkte K: 

1(234), 3(341), 3(413), 4(123) 
liegen zu zweien auf den sechs Kirkmangeraden k: 

12(34), 13(43), 14(33), 34(13), 42(13), 33(14), 
und diese gehen durch je einen der sechs Punkte A, in welchen 
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S(56), 4{56), 1{Ö6). 2(56) 
der Piüekerebene {56) sich schneiden (Nr. 43). Die 60 K und 
die 90 k vertheilen sieh demnach auf fünfzehn Tetraeder als deren 
Ecbpunlite und Kanten; nnd von jedem dieser Tetraeder flehen 
die vier Ebenen und sechs Kanten durch die vier Pascalgeraden 
und sechs Punlite A einer Piüekerebene ir:, welche dem Tetraeder 
zugeordnet ist. Die Kanten eines solchen Tetraeders liegen auf 
den sechs Ebenen A, welche vier Cremona'sche Pentaeder zu zweien 
gemein haben, sowie auf den zugehörigen sechs Pliicker ebenen tt; 
letztere gehen durch einen Salmonpnnkt S' und zu dreien durch 
vier Caylejgerade c (Nr. 38). 

Den 20 Vierkanten, welche von den Kanten je eines Steiner'- 
sehen Trieders und der zugehörigen Cayleygeraden gebildet wer- 
den, sind je drei dieser 15 Tetraeder eingeschrieben. Beispiels- 
weise sind die drei Tetraeder, welche je einen der Kirkmanpuukte 

1(334), 1{2S5), 1{236) 
zum Eckpunkt haben, dem Vierkant eingeschrieben, welches die 
Kanten des Trieders 123 mit der Cayleygeraden {12S) bilden. 
Jedem der 15 Tetraeder sind vier der 20 Vierkante umschrieben. 



Die acht assocUrten Schnittpnnkte von drei Flüchen itwdter Ordimiig. 

45. Drei Flächen zweiter Ordnung, die keine Linie gemein 
haben, schneiden sich in höchsens acht Punkten, welche associirte 
Punkte heissen. Durch sieben beliebige Punkte des Raumes ist 
der achte associirte Punkt i, A. eindeutig bestimmt (Seite 22); 
er liegt auf allen Flächen zweiter Ordnung, welche durch die 
sieben Punkte gehen. Acht associirte Punkte können mit jedem 
neunten Punkte durch eine Raumeurve vierter Ordnung erster 
Art und mit zwei beliebigen Punkten durch eine Fläche zweiter 
Ordnung verbunden werden (Seite 136). Verbindet man sechs 
der acht Punkte durch eine cubisehe Raumeurve, so hat diese die 
Verbindungslinie der übrigen beiden Punkte zur Sehne (Seite 21). 

46. Wenn von sieben Punkten drei in einer Geraden oder 
fünf auf einem Kegelschnitte oder wenn alle sieben auf einer cu- 
biachen Raumeurve liegen, so ist ihr achter assoeiirter Punkt un- 
vollständig bestimmt, indem dann jeder Punkt dieser Linie erster, 
zweiter resp. dritter Ordnung als der achte associirte Punkt be- 
trachtet werden kann (Seite 22). Liegen von acht associirten 
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Punkten vier in einer Ebene •>], so sind auch die übrigen vier in 
einer Ebene gelegen; denn die Flaclie zweiter Ordnung, welche 
die acht Punkte mit zwei beliebigen Punkten von t] verbindet, 
zerfällt in v] und eine andere, durch die letzteren vier Punkte 
gehende Ebene. Die acht Punkte bilden in diesem Falle zwei 
vollständige Vierecke, deren acht paar Gegenseiten die Schnitt- 
linie der heideu Ebenen in Punktepaaren einer Involution treffen. 
Im ITolgenden wird von dieser besonderen Lage der associirten 
Punkte abgesehen. 

47. Die Eckpuokte von zwei beliebigen Poltetraedem eines 
räumlichen Polaraystemes sind acht associirte Punkte (Hesse); 
denn sie können mit je zwei nicht conjugirten Kanten der Te- 
traeder durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden 
(IT. Äbth. Seite 135), sind also die Schnittpunkte von drei Flächen 
zweiter Ordnung, Auch die acht Ebenen der beiden Poltetraeder 
sind associirt, weil sie die acht associii-ten Eckpunkte zu Polen 
haben; jede Fläche zweiter Classe, welche sieben dieser Ebenen 
berührt, tangirt auch die achte. 

48. Zwei Tetraeder, deren acht Eckpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
associirt sind, bestimmen ein räumliches Polarsjstem als Polte- 
traeder desselben (Hesse). Nämlich die cubischen Raumcurveu, 
welche dem Fünfeck 12345 umschrieben werden können, schneiden 
die Ebene 678 in Poldreiecken eines polaren Feldes (II. Abth. 
Seite 225), und zwar ist dieses Feld in dem völlig bestimmten 
Polarsjsteuie enthalten, in welchem 1234 eiu Poltetraeder und 5 
der Pol der Ebene 678 ist. Weil aber von jenen Raumcurven 
diejenigen drei, welche durch je einen Eckpunkt des Dreiecks 678 
gehen, die gegenüberliegende Dreieckseite zur Sehne haben (Nr. 45), 
so ist 878 ein Poldreieck des polaren Feldes. Die Tetraeder 1234 
nnd 5678 sind also wirklich Poltetraeder des Polarsystcmes und 
bestunmeu dasselbe. — üebrigens bilden acht associirte Punkte 
die Eckpunkte von fünfunddreissig Tetraederpaaren, die je ein 
Polarsystem bestimmen. Die Ebenen eines jeden dieser Paare 
sind acht associirte Ebenen (Nr. 47). 

49. Sind wieder 1, 2, 3, . . ., 8 acht associirte Punkte, so 
schneiden die zehn paar Gegenelemente des Fünfecks 13345 die 
Ebene 678 in zehn paar zugeordneten Elementen (Polen und 
Polaren) eines polaren Feldes (II, Abth. Seite 135), von welchem 
die Punkte 6, 7, 8 ein Poldreieck bilden (Nr. 48). Die zehn paar 
Gegenebeneu des Sechsecks 123456 schneiden die Gerade 78 in. 



y Google 



Associirte Punkte. 197 

zehn Puüktepaareu einer Involution, von welcher 7 und 8 ein 
eilftes Punktepaar bilden; uod zwar bestellt diese Involution aus 
Paaren eonjugirter Punkte des polaren Feldes, indem z. B. die 
Ebenen 123 und 456 (ebenso aber 234 und 156, 341 und 256, 
412 und 356') mit 78 zwei conjugirte Punkte gemein haben, weil 
der Pol von 456 auf 78 und zugleich auf 123 liegt. Diese Sätze 
gelten auch, wenn die associirten Punkte beliebige acht Punkte 
einer cubiseheu Ranmcui-ve sind. Sie enthalten Eigenschaften von 
acht Punkten dieser ßaumcurve und erinnern an den Lehrsatz von 
Desargues (I. Abth. Seite 149). 

50. Je vier der acht associirten Punkte 1, 2, . . ., 8 werden 
aus zwei Geraden a, i, welche zusammen die übrigen vier Punkte 
enthalten, durch projective Ebeneubüschel projicirt; in Zeichen: 

T2{5678)-J^J4{5678); l5(3478) — 26{3478);u.s.w. 
Denn die Regelfl'äche zweiter Ordnung, welche die acht Punkte 
mit zwei beliebigen Punkten der Geraden a, b verbindet, geht 
durch a und b und kann durch projective Ebenenbüschel erzeugt 
werden, welche a und b zu Axen haben. 

61. Von einem einfachen räumlichen Achteck 12345678, 
dessen Eckpunkte associirt sind, schneiden sich die vier paar 
Gegenebenen in vier Strahlen einer Regelschaar; oder die vier 
Schnittlinien : 

a = (123, 567), b = (234, 678), c = (345, 781), d = (456, 812) 
dieser Gegenebenen liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung 
(Weddle, Cambr. and Dublin Math. Journal V p. Ö8, 1850). 
Zur Begründung dieses Satzes genügt der Nachweis, dass jede 
Ebene des Achtecks eine Gerade enthält, welche die rier Ge- 
raden a, b, c, d sehneidet, dass also z. B. die Ebene 123 mit 6, 
c uud d drei Punkte einer Geraden g gemein hat. Diese drei 
Punkte sind die folgenden: 

(23, 678), (123, 345, 781) und (12, 456). 

Nun sind aber die Ebenenbüsehei 45(1236) und 78(1236) 
projeetiv (Nr. 50) und ihre Schnitte mit den resp. Geraden 12 
und 23 haben den Punkt 2 entsprechend gemein, sind also per- 
spective Punktreihen. Die drei Geraden, welche die Punkte 

1, (12, 345) und (12, 456) der Reihe l2 
mit den entsprechenden drei Punkten 

(23, 781), 3 und (23, 678) der Reihe 23 
verbinden, gehen folglich durch einen Punkt. Es schneiden sich 
von diesen drei Geraden die ersteren beiden in dem Punkte 
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{123, 345, 781), mit welchem also wirklich die Punkte (55, G78) 
und {12, 456) in einer Geraden g liegen. W, z, b. w. 

52. Wir wollen mit 13345678 nicht nur das einfache räam- 
liche Achteck, sondern zngleicli die Eegelschaar beKeichnea, welche 
die Schnittlinien a, b, c, d der vier paar Gegenebenen des Ächt- 
ecks zu Leitstrahlen hat. Dann gilt der Satz von Zenthen 
(Acta math. XH, 1890): 

„Die sechzehn Regeischaaren: 

12 34 56 78, 12 34 65 78, 12 34 56 87, 12 34 65 87, 
2134 56 78, 2134 65 78, 2134 56 87, 2134 65 87, 
12 43 56 78, 12 43 05 78, 12 43 56 87, 12 43 65 87, 
2143 56 78, 2143 65 78, 2143 56 87, 2143 65 87 
„liegen in einem linearen Strahlencomplese {12, 34, 56, 78); 
„bezüglich dieses Compleses sind b, c und d, a zwei paar zu- 
„ geordnete Gerade." 
Die mit den Regelsehaaren gleichnamigen sechzehn Achtecke ent- 
halten, wie man sieht, die vier Panktepaare 12, 34, 56, 78 in 
derselben Aufeinanderfolge, und aus jedem von ihnen ergeben sich 
die übrigen dujch Vertanschung der Punkte dieser Paare. 

53. Der Satz von Zeuthen ist leicht zu beweisen, wenn wir 
ans erinnern, dass ein linearer Complex bestimmt ist durch zwei 
paar zugeordnete Gerade, die in einer Regelschaar liegen, oder 
durch ein paar zugeordnete Gerade und einen zu denselben wind- 
schiefen Complexstrahl (II. Abth. Seite 168, 170). Es genügt der 
Nachweis, dass der lineare Complex {12, 34, 56, 78), welcher 
durch die zwei paar zugeordneten Geraden b, c und d, a bestimmt 
ist und ausser der Regelschaar 12 34 56 78 u. A. die vier Acht- 
eckkanteu 12, 34, 56 und 78 enthält, sich durch Vertauschung 
der Punkte 1 und 2 nicht ändert, 

Nun ändern sich aber diese vier Kanten und die zugeordneten 
Geraden d, a nicht bei Vertauschung von 1 mit 2, während b 
und c übergehen in 

b,={134, 678) und c^={345, 782); 
der lineare Complex {21, 34, 56, 78) aber, welcher durch die 
zwei paar zugeordneten Geraden 6j, c^ und d, a bestimmt ist, fällt 
mit dem vorigen {12, 84, 56, 78) zusammen, weil er mit ihm 
den Strahl 34 gemein hat, und weil bezüglich beider Complexe 
die Geraden d und a einander zugeordnet sind. W. z. b. w. 

Die drei linearen Complexe (12, 34, 56, 78), {12, 56, 78, 34) 
und {12, 78, 34, 56) haben die vier Strahlen 12, 34, 56, Y8 
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imA folgHch eine durch letztere bestimmte lineare Congruenz ge- 
mein (Zenthen). .Die Symbole (./2, 34, 56, 75), {34, 56, 78, 12), 
{78, 56, 34, 12), {87, 56, 34, 12) w. s. w. bezeichnen einen und 
denselben linearen Complex. 

54. Von den beiden linearen Coraplexen {12, 34, 56, 78) und 
{23, 45, 67, ST) ist jeder bezüglich des anderen sieh selbst zu- 
geordnet. Der letztere Complex nämlich ist durch die zwei paar 
zugeordneten Geraden c, d und a, b bestimmt, ebenso wie der 
erstere durch h, c und d, a; und jedem Strahle des Complexes 
{23, 45, 67, 81), welcher c und d schneidet, ist folglich in Be- 
zug auf {IS, 34, 56, 78) ein Strahl zugeordnet, welcher b und a 
schneidet und somit gleichfalls in {23, 45, 67, 81) enthalten ist. 
Damit ist unser Satz bewiesen (vgl, II. Abth. Seite 244). 

Der lineare Complex (12, 34, 56, 78) ändert sich nicht, 
wenn die beiden Punkte eines beliebigen der Paare 12, 34, 56 
nud 78 mit einander vertauscht werden (Nr. 53); er ist folglich 
sich selbst zugeordnet auch in Bezug auf jeden der fünfzehn 
linearen Complexe, in welche (23, 45, 67, 81) durch diese Ver- 
tauschungen übergeht, z. B. in Bezug auf (13, 45, 67, 82), 
{14, 35, 67, 82), {13, 46, 57, 82). 

55. Acht associirte Punkte bilden 3.4.5.6.7 oder 2520 
einfache Achtecke, welche durch je sechzehn Permutationen der 
acht Punkte dargestellt werden. Jedes dieser Achtecke bestimmt 
zwei sich stützende lineare Complexe, welche durch die gleich- 
namige Regelsehaar gehen, z. B. das Achteck 12345678 die 
heiden Complexe (12, 34, 56, 78) und (23, 45, 67, 81); weil 
aWr ein beliebiger dieser Complexe noch durch fünfzehn andere 
Achtecke bestimmt ist (Nr. 52), so giebt es nur 3 1 5 so bestimmte 
lineare Complexe Duich je vier Achteck-Kanten, welche wie 
13, 34, 56 und 78 zusammen alle acht associirten Punkte ent- 
halten, gehen diei dieser 315 Complexe (Nr. 53); man überzeugt 
sich leicht direkt, dass die 28 Kanten 105 solche Quadrupel bilden. 
Jeder der 315 Complexe ist sich selbst zugeordnet in Bezug auf 
sechzehn der ubiigen (Nr. 54). 

56. Mit den acht Schnittpunkten von drei Flächen zweiter 
Ordnung hat Otto Hesse sich vielfach beschäftigt, zuerst 1840 
in seiner Dissertatio inauguralis, Crelle's Journal Bd. W, dann in 
demselben Journal Bd. 24, 26, 73, 85 und 99. Ihm verdanken 
wir u. A. den bemerkensweitheu Satz: 

„Werden einem einfachen räumlichen Sechsecke XJ = 123456, 



y Google 



200 Aufgaben und Lehrsätze. 

„welches sechs der acht associirten Punkte zu Eckpunkte n hat, 
„zwei einfache Brianehon - Sechsecke V, V so eingeschriehen, 
„dass ihre Hauptdiagonalen durch deu siebenten bezw. achten. 
„Punkt gehen, und ihre Eckpunkte der Reihe nach auf den 
„Kauten vou U liegen, so liegen die zwölf Kanten von Fund 
,,F' auf einem Hyperboloid.'" 

57. Den Hesse'sehen Beweis dieses Satzes {Crelle's Journal 20) 
vereinfachen wir, indem wir ausgehen von dem oben (Nr. 51) be- 
wiesenen Satze, dass die drei Punkte 

(iS, 456), (23, 678) und (123, 345, 781) 
in einer Geraden liegen. Durch cyclisehe Vertausehnng der Punkte 
5, 7, 6 Bliebt sich hieraus, dass die beiden Punkte 

(12, 475) = A und (23, 568) = B' 
mit (133, 347, 681) in einer Geraden und folglich mit der Ge- 
raden (347, 681) in einer Ebene liegen. Diese letztere Gerade 
aber verbindet die beiden Punkte: 

(34, 681) = C und {61, 347)^ F, 
sodass die vier Punkte A, B', C, F in einer Ebene liegen, und 
die beiden Geraden FA. und B'C' sich schneiden. 

Wir bezeichnen nun mit A, B, C, D, E, F die resp. sechs 
Punkte: 

(13, 457), {33, 567), (34, 617), {45, 127), (56, 337), (61,347), 
YOn welchen jeder aus dem vorhergehenden durch cyclisehe Ver- 
tauschung der Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 sich ergiebt. Statt der- 
selben erhalten wir durch Vertanschung von 7 mit 8 die resp. 
sechs anderen Punkte A', B', 6", D\ E', F". Dann ist ABCDEF 
das dem Sechsecke U= 133456 eingeschriebene Sechseck V, 
dessen Hauptdiagonalen AD, BE, CF durch den Punkt 7 gehen, 
und ebenso ist A'B'C D'E'F' das andere Brianehon- Sechseck V. 
Die sechs Kanten des Sechsecks V liegen auf einer Regelfläche 
zweiter Ordnung, weil jede von ihnen nicht nur die beiden an- 
stossenden Kanten sondern auch die gegenüberliegende Kante 
schneidet; das Gleiche gilt von V. Zwei gleichnamige Kanten 
von V und V liegen allemal in einer Ebene; so liegen BC und 
B'C in der Ebene 334. Dass die Kanten FA und B'C' sich 
schneiden, wurde schon oben bewiesen; ebenso aber schneiden sich 
die Kanten AB und CD', BC und D' E', ete., sowie die Kanten 
B'C und DE, in welche .BC und D'E' durch Yertauschung von 
7 mit 8 übergehen. Die drei Kauten FA, BC, DE werden also 
von B'C, ebenso aber von D'E' und F' A' geschnitten, und in 



y Google 



Der ^-Bündel mit PoltetraSder. 201 

gleicher Weise sind AB, GD, EF mit jeder der drei Kanten 
A'B', C D\ ii"i^' ißcident. Die Begelfläelie zweiter Ordnung, auf 
welcher die Kanten des Sechsecks V Hegen, geht folg'ich auch 
durch die sechs Kanten von V\ wie der Satz von Hesse (Nr. 66) 
behauptet. 

58. Auf Grund dieses Satzes ei^iebt sich zu sieben gegebenen 
Punkten 1, 3, 3, 4, 5, 6, 7 der achte associirte Punkt 8 durch 
folgende lineare Construction. Wir bringen die Kanten 12, 2S, 
34, 45, 56, 61 des Sechsecks 123456 in den resp. Punkten A, 
B, C, D, E, F zum Schnitt mit den Ebenen, welche die ihnen 
gegenüberliegenden Kanten mit 7 verbinden; dann ist ABCDEF 
das BrJanchon- Sechseck V. Um nun das Sechseck V zu con- 
struiren, bemerken wir, dass dessen Kante A'B' mit AB in der 
Ebene 123 liegt und die Kanteu CB und EF sehneidet, also 
durch die Schnittpunkte von 123 mit CD und EF geht. Ebenso 
geht B'C durch die beiden Schnittpunkte der Ebene 234 mit 
DE und FA, und in derselben Weise werden die übrigen Kanten 
des Sechsecks V eonstruirt. Die drei Verbindungseben eu der 
Gegenkanten von V aber schneiden sich in dem gesuchten Punkte 8. 



Der F*-BUndel mit Poltütraüder. 

59. Ein i^-ä-Bündel, dessen Flächen ein Poltetraeder ABCD 
gemein haben, enthält vier Büschel concentrischer Kegel mit den 
Mittelpunkten A, B, C, D. Die Grundcurven seiner i^^- Büschel 
werden nämlich aus den Eckpunkten J., B, C, D des Tetraeders 
durch Kegel zweiter Ordnung projicirt (Seite 20), und diese Kegel 
bilden die vier Büschel. Die Poldreikante der vier Kegelbüschel 
werden von je drei Kanten und drei Ebenen des Poltetraeders 
gebildet, und die Ebenenpaare der Büschel haben je eine Tetraeder- 
kante zur Doppelgeraden (vgl. I. Abtb. Seite 235). Die Kern- 
curve c^ des F^-Büudels, d. h. der Ort der Doppelpunkte seiner 
singulären Flächen, zerfällt demnach in die sechs Tetraeder kanten. 
Wenn die Flächen des Bündels sich in acht reellen Basispunkten 
schneiden, so werden diese aus A, B, C und D durch je ein 
Vierkaut projicirt, welchem die Kegel eines jener vier Büschel 
umschrieben sind, und auf dessen Kanten je zwei Basispnnkte lie- 
gen. — ■ Die acht Eckpunkte eines Parallelepipedon bilden die Basis 
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eines F^- Bündels, dessen Poltetraeder die drei unendlich fernen 
Punkte der zwölf Kanten und den Mittelpunkt des Parallelepipedon 
zu Eckpunkten hat. 

60. Ein .f^-Bündel mit gegebenem Poltetraeder ABCD ist 
bestimmt, wenn noch zwei conjugirte Punkte P, P' beliebig an- 
genommen werden. Wird nämlich dem Punkte P eine durch P' 
gelegte Ebene 7t als Polare zugewiesen, so ist dadurch und dnrch 
das Foltetraeder ein räumliches Pokrsystem bestimmt, und dessen 
Ordnungsfläche gehört zu dem Bündel. Diese Fläche besehreibt 
einen P^-Büschel des Bündels, wenn t: um einen Strahl von P' sich 
dreht. Der Punkt P ist sich selbst eonjugirt und ein Basispunkt 
des Bündels, wenn P' mit ihm zusammenfällt; er ist in diesem 
Falle von den übrigen sieben Basispunkten durch je zwei Gegen- 
elemente des Poltetraeders harmonisch getrennt. Ueberhaupt gehen 
die Flächen des Bündels in sieh selbst über durch die sieben invo- 
lutorischen Collineationen , welche je zwei Gegenelemente des Te- 
traeders zn Involution selementen haben. 

61. Der P^-Büudel hat entweder keine oder acht reelle 
Basispunkte. Im letzteren Falle ist ein beliebiger der acht Basis- 
punkte von den sieben übrigen durch je zwei Gegenelemente des 
Poltetraeders harmonisch getrennt, und er bestimmt mit dem Te- 
traeder zusammen den P2.Biiudel (Nr. 60). Die acht Basispuokte 
liegen demnach zu vieren in zwölf Ebenen, welche paarweise durch 
die sechs Kanten des Tetraeders gehen und sechs Ebenenpaare 
des Bündels bilden (vgl, Nr. 69). Die beiden Ebenen jedes Paares 
sind dnrch zwei Tetraederebenen harmonisch getrennt. 

Der cubisehe Complex der Strahlen, welche je zwei conju- 
girte Funkte verbinden und auf je einer Fläche des F^- Bündels 
liegen (Seite 137), enthält zwölf Strahlenbündel; die acht Basis- 
pnnkte und die vier Tetraedereckpunkte sind die Mittelpunkte 
dieser Bündel. Die zwölf Punkte werden also ans einem behe- 
bigen Punkte dirch zwölf Stiahlen eines Kegels dritter Ordnung 
projicirt *) diei weiteie htiihleu dieses Kegels sind mit je zwei 
Gegenkanten des Poltetraeder« incideut. 

62. Bezugl oh lef F^ B ndels sind jedem Eckpunkte des Pol- 



*| D e zwölf Punkte 1 egen z dreien in aeclizehii Geraden, zu sechaen 
in zwölf Ebenen und bilden m t d esen Geraden und Ebenen eine Hesaöder- 
oder Octaeder Conflgurat on (vgl Acta mattematica I S. 97). Der obige Satz 
enthält eine neue E genBchaft d e^er merkwürdigen. Confignration. 
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teiraeders ABCD alle Punkte der gegennberljegeuden Ebene, xmd 
jedem Punkte einer Tetraöderkaiite alle Punkte der Gegenkaute 
conjugirt. Deu Punkten eiuer beliebigen Geraden k sind die Punkte 
einer zu k projeetiven cubisehen Raumcurve k^ conjugirt, welche 
die Polaren von k bezüglicb der Flächen des Bündels za Sehnen 
hat (Seite 136) und dem Poltetraeder ABCD umschrieben ist. 
Den Schnittpunkten von h mit den vier Ebenen des Tetraeders 
sind auf k^ die gegenüberliegenden Eckpunkte conjugirt, Da 
zwei beliebige Punkte P, Q mit den vier Eckpunkten durch eine 
einzige cubische Ranmcurve, ihre conjugirten Punkte P', Q' aber 
durch eine Gerade verbunden werden können, so ergiebt sich: 
Jede dem Poltetraeder umachriebene Ranmcurve dritter Ordnung 
iat auf die angegebene Art einer Geraden conjugirt. 

63. Wenn ein Punkt P eine Gerade g besehreibt, welche 
durch einen beliebigen Eckpunkt Ä des Poltetraeders geht, so be- 
schreibt auch sein conjugirter Punkt P' eine durch A gehende, 
zu g projective Gerade g'. Denn die Polaren von P in Bezug auf 
drei Flächen des Bündels beschreiben drei zu g projective Ebenen- 
büschel, welche die Ebene BCD entsprechend gemein haben und 
deshalb perspectiv sind, und ihr Schnittpunkt F" beschreibt folg- 
lich eine Gerade g' \ dem Schnittpunkte von g mit BCD aber ist 
auf g' der Punkt A conjugirt. Die beiden Geraden g, g\ durch 
welche zwei conjugirte Punkte aus dem Eckpunkte Ä projicirt 
werden, sind conjugirt bezüglich des Kegel büschels mit dem Cen- 
trum A (vgl. Nr. 59); sie entsprechen demnach einander in einer 
involutoriscben Verwandtschaft zweiten Grades. Den Strahlen von 
A, welche eine beliebige Gerade k schneiden und somit in einer 
Ebene liegen, sind die Strahlen des Eegels zweiter Ordnung con- 
jugirt, welcher ans A die zu k conjugirte cubische liaumcurve k^ 
projicirt und (Nr. 62) durch J5, C und D geht. Die Tangente 
von k^ in A ist dem Strahle conjugirt, welcher A mit dem Schnitt- 
punkte von k und der Ebene BCD verbindet; sie ändert sich 
nicht, wenn die Gerade k um diesen Punkt sich dreht. 

64. Die Paare conjugirter Punkte werden aus jeder Kante 
des Poltetraeders ABCD durch Ebenenpaare einer Involution pro- 
jicirt; jede Ebene eines solchen Ebenenpaares enthält alle Punkte, 
welche den nicht auf der Kante liegenden Punkten der anderen 
Ebene conjugirt sind bezüglich des P^-Bündels. Deu Geraden 
von B, welche einen durch A gehenden Strahl g schneiden, sind 
nämlich (Nr. 63) die Geraden von B conjugirt, welche den eon- 
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jugirteii Strahl </' des Eckpunktes Ä sehneiden; der letzte Theil 
des Satzes gilt demnach für das Ebenenpaar B(f und Bg' der 
Kante AB. Die eonjngirten Punkte einer Geraden k nnd der 
entsprechenden eubisclien Eaumcnrve Ä' aber werden aus AB 
durch Ebenenpaare einer InYolution projicirt, in welcher die Te- 
traederebeneu ABC und ABD einander zugeordnet sind; damit 
ist auch der erste Theil des Satzes bewiesen. 

Die Düppelebenen der sechs Involutionen bilden je ein Ebenen- 
paar des jP^-Bündels. Den Punkten einer Geraden, welche zwei 
Gegenkanteu des Poltetraeders schneidet, sind die Punkte einer 
dieselben Gegenkanten schneidenden Geraden conjugirt. 

65. Die iuvolutorische eubische Verwandtschaft der conju- 
girten Punkte ist sehr speciell, aber eben deshalb der Anschauung 
leicht zugänglich. Wir haben einen besonderen Fall derselben 
bereits kennen gelernt ; die Pole reciprok polarer Axen einer 
Fläche zweiter Ordnung bilden ihn (vgl. II. Abth. Seite 293). 
Einen interessanten Fall, in welchem die Mittelpunkte der acht 
dem Tetraeder ABOD eingeschriebenen Kugeln sich selbst con- 
jugirt sind, hat Herr Eckardt (in den Math. Ännaleu 5 Seite 
30^49) analytisch behandelt, ohne jedoch den zugehörigen F^- 
Biindei zn bemerken; zwei conjugirte Punkte sind in diesem Falle 
die beiden Brennpunkte einer dem Tetraeder eiugeschriehenen Ro- 
tati oosfiäche zweiter Ordnung. 

66. Die sechs Ebeneninvolutiouen , durch welche die conju- 
girten Punkte aus den Kanten des Poltetraeders ABCD projicirt 
werden, sind durch das Tetraeder und zwei beliebig gegebene 
conjugirte Punkte P, P bestimmt; deun in jeder von ihnen bilden 
zwei Tetraederebenen ein Paar (Nr. 64), und die beiden durch P 
resp. P' gehenden Ebenen ein zweites Paar. Die sechs Involutionen 
haben je zwei reelle Doppelebenen, wenn F und F' durch keine 
zwei Tetraederebenen getrennt sind; und nur in diesem Falle hat 
der i*'^-Büudel acht reelle Basispuukte. Sind P und F' getrennt 
durch zwei Tetraederebenen, so haben von den sechs Involutionen 
entweder nur drei, deren Axen in einem Eckpunkte sich schnei- 
den, oder nur zwei, deren Axen zwei Gegenkanten sind, je zwei 
reelle Doppelebenen (vgl. I. Abth. Seite 235), 

67. Die Flächen zweiter Ordnung, welche dem Poltetraeder 
ABCD umschrieben werden können, und ihre Durchdringungs- 
curven vierter Ordnung erster Art sind paarweise Punkt für 
Punkt conjugirt bezüglich des i^^-Bündels. Den Geraden eiuer 
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solclien Fläche sind nämlicli cubisclie Raumcurveii, ond den durch 
A, B, C, D gehenden cabiselien Raumcurven der Fläche sind 
Gerade conjugirt (Nr. 62), deren Ort eine dem Tetraeder nm- 
schriebene Fläche zweiter Ordnung ist. Der Satz ist damit für 
die geradlinigen Flächen zweiter Ordnung und die Eanmcnrven 
vierter Ordnung erster Art, welche dem Tetraeder umschrieben 
sind, bewiesen; er gilt aber auch für die übrigen umschriebenen 
Flächen zweiter Ordnung, weil dieselben unendlich viele solche 
Raiimeurven enthalten. 

Auch die dem Tetraeder umschriebenen Kegel zweiter Ord- 
nung sind paarweise conjugirt, inabesondere diejenigen, welche 
durch zwei conjugirte Punkte i', P' gehen. Die biquadratieche 
Schnittcurve von zwei eonjugirten Flächen zweiter Ordnung ist 
sich selbst conjugirt und Grundcurve eines involutorischen .F^- 
Büschels conjugirter Flächen. 

68. Den Punkten einer beliebigen Ebene tp sind die Punkte 
einer cubischen Fläche F^ conjugirt, welche durch die sechs 
Kanten des Poltetraedera AB CD geht (Nr. 62) und dessen 
vier Eckpunkte zu Doppelpunkten hat (Eckardt a. a. 0.). Der 
Tangentialkegel der Fläche F^ in einem beliebigen Eckpunkte A 
ist von der zweiten Ordnung und der Ebene conjugirt, welche 
aus A die Schnittlinie der Ebenen BCD und tp projicirt (Nr. 63). 
Längs der beliebigen Kante AB werden die Fläche F^ und die 
Tangentialkegel ihrer beiden Doppelpunkte A und B von der 
Ebene berührt, deren conjugirte den Schnittpunkt von CD und 
9 mit AB verbindet. Daraus ist leicht zu folgern, dass die 
Tangentialkegel der vier Doppelpunkte von F^ einer Fläche zwei- 
ter Classe umschrieben sind, welche die sechs Tetraederkanten be- 
rührt (Eckardt). 

Die cubische Fläche F^ enthält noch drei Gerade, welche je 
zwei Gegenkanten des Tetraeders schneiden und in einer Ebene 
liegen; dieselben sind drei analog in (p gelegenen Geraden conju- 
girt (Nr. 64). Die Fläche F' schneidet die Ebenen jener drei 
Geraden noch in je einer Curve zweiter Ordnung und berührt sie 
doppelt; sie berührt die Verbindungsebene der drei Geraden in 
deren drei Schnittpunkten. 

69. Die Ebene cp berührt i. A. zwei von den Kegeln zweiter 
Ordnung, welche einen gegebenen Punkt P von cp zum Mittel- 
punkt haben und dem Poltetraeder ABCD umschrieben sind; 
diese beiden Kegel berühren die Ebene längs je einer Geraden k 
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«nd projicireu aus F die cubisehen Raunicurven , welche durch 
A, B, C, D und P gehen und die Ebene <p in je einem von P 
verschiedenen Punkte berühren. Daraus folgt (Nr. 62 und 67): 
Die Geraden, welche die cnbisehe Fläche F^ in einem gegebenen 
Punkte P' schneiden und in je einem anderen Punkte berühren, 
liegen auf zwei Kegeln zweiter Ordnung (Eckardt); diese Kegel 
sind dem Tetraeder ABGD umschrieben und berühren die Fläche 
F^ längs je einer cubisehen Raumcurve h^\ sie werden umhüllt 
von den durch P' gehenden Beruh rungsebenen der cubiscben 
Fläche. Da hiernach i. A. vier dieser Berührungsebenen in einer 
beliebig durch P' gelegten Geraden sieb schneiden, und anderer- 
seits jede Gerade mindestens einen reellen Punkt P' mit F^ ge- 
mein bat, so ergiebt sich: Die cubisehe Flache F^ ist von der 
vierten Classe, 

70, Der Fläche F^ ist eine Steiner'sche Fläche dritter 
Classe vierter Ordnung reciprok, welche (Nr. 68) drei Doppelpunkts- 
gerade und in deren Schnittpunkt einen dreifachen Punkt hat, 
von vier singuläreu Berühruugsebenen in den Punkten je eines 
Kegelschnittes tangirt wird, mit ihren übrigen Berühr an gsebenen 
aber i. Ä. je zwei Kegelschnitte gemein hat (Nr. 69; vgl. Seite 
148). Die vier Beröhrungskegelschnitte der vier singularen Ebenen 
liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung (Nr. 68). 



Bas ii^-C(ebtlscl). Speciellc Plädieo vici-ter Ordnung. 

71. leb entlehne der analytischen Geometrie den folgenden 
Satz, von welchem mir ein einfacher synthetischer Beweis nicht 
bekannt ist: ,,Wenn eine Curve vierter Ordnung mit einem Kegel- 
schnitt mehr als acht Punkte gemein hat, so zerfällt sie in diesen 
und einen zweiten Kegelschnitt." Das J^'^-Gebüsch 2, von wel- 
chem in den folgenden Nummern die Bede ist, denke ich mir in 
der früher (Seite 142) angegebenen Weise projectiv auf einen 
Baum 2^ bezogen. 

72. Einem Kegelschnitte des F^-Geiüsches S entspricht in dem 
Baume 2^ entweder eine ebene Curve vierter Ordnung (Seite 148), 
oder eine biquadratiscke Raumcurve zweiter Art. Nämlich diese 
Carve hat mit einer beliebigen Ebene von S^ höchstens vier 
Punkte gemein, weil der Kegelschnitt die entsprechende Fläche 
des F^- Gebüsches in höchstens vier Punkten schneidet. Legen 
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■wir im Falle der Kaiimciirve durch beliebige neun Punkte der- 
selben eine Fläche L^ zweiter Ordnung, so entspricht dieser iü 
2 eine Fläche L* vierter Ordnung; und weil letztere mit dem 
Kegelschnitt mehr als acht Punkte gemein hat, so wird sie von 
dessen Ebene in diesem und einem zweiten Kegelschnitt getroffen. 
Durch die biquadratische Raumcurve geht also diese eine Fläche 
LI zweiter Ordnung; dieselbe sehneidet die Steiner'sche Fläche 
von Si, welche der Ebene der beiden Kegelschnitte entspricht, in 
noch einer biquadratisehen Banmciirve zweiter Art. 

73. Einem Kegelschnitte des Raumes 2i entspricht im ^'- 
■Gebüsche 3 eine Eaumeurve achter Ordnung durch welche eine 
Fläche des Gebüsches geht. Denn jede bt I Fla h n 
Sj, welche einer Ebene von S entspricht 1 t mt d n K 1- 
schüitt höchstens acht Punkte gemein, w n d 11 ht ganz 
auf ihr liegt (Nr. 71). 

74. Einer Fläche vierter Ordnung von ^ nt p It n d n 
F^-Gebüsche 3 eine Fläche achter Ordnun Fl b w t .r 
Ordnung von 2 entspricht iu 2j entwed n Eb n 1 ne 
Fläche achter Ordnung. 

75. Den Punkten einer beliebigen Geraden des Gebüsches S 
sind (Nr. 73) die Punkte einer Kaumcurve siebenter Ordnung 
associirt, welche mit der Geraden durch eine Fläche zweiter Ord- 
nung verbunden werden kann. Ist jedoch die Gerade ein Haupt- 
strahl von S, so sind ihren Punkten diejenigen einer cubischen 
Raumcurve associirt, von welcher die Gerade eine Sehne ist. 

76. Den Punkten einer beliebigen Ebene sind im ii'^-Ge- 
büsehe 2 die Punkte einer Fläche siebenter Ordnung associirt 
(Nr. 74). Die Fläche geht durch alle Hauptstrahlen der Ebene, 
deren es nach Seite 148 i. Ä. höchstens drei giebt, und schneidet 
sich selbst in den cubischen Raumcnrven, welche diesen Hanpt- 
strahlen associirt sind. Sie enthält doppelt unendlich viele Raum- 
eurven siebeutec Ordnung (Nr, 75); dieselben liegen paarweise auf 
Flächen zweiter Ordnung, welche von der gegebenen Ebene in je 
zwei Geraden geschnitten werden. Die Ebene wird von der Kern- 
fläche des Gebüsches iü einer Curye vierter Ordnung geschnitten, 
welche auch auf der Fläche siebenter Ordnung liegt; denn jeder 
Punkt der Kemfläcbe fällt mit einem seiner associirten zusammen. 

77. Alle Punkte einer Ebene, welche in einer zweiten Ebene 
associirte Punkte besitzen, liegen auf einer Ourve siebenter Ord- 
nung (Nr. 75 oder 76). 
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78. Wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, die Flächen des 
J^^- Gebüsches S einen Punkt Ä mit einandec gemein haben, so 
sind den Punkten einer durch A gehenden Geraden die Punkte 
einer cubischen ßanmcurve associirt, von welcher ilie Gerade eine 
Sehne ist; ebenso ist einer durch Ä gehenden Ebene fp eine 
Fläche fünfter Ordnung associirt, welche durch eine cnbische 
ßanmcurve beschrieben werden kann. Diese Fläche fünfter Ord- 
nung hat mit der Ebene f deren nicht durch Ä gehenden Haupt- 
strahl M gemein, sowie deren Schnittlinie mit der Kemfläche K* 
des Gebüsches; sie geht zweimal durch die cubische Raumeurve, 
welche dem Hauptstrahle u associirt ist und auch den Punkt A 
enthält. 

79. Einer Fläche L| zweiter Ordnung von S^ entspricht im 
Flächengebüaehe 2 eine Fläche L* vierter Ordnung, von welcher 
A ein Knotenpunkt ist. In diesem Knotenpunkte A hat die Fläche 
L* unendlich viele Berührungsebenen; und zwar umhüllen diese 
einen Kegel zweiter Ordnung, weil ihnen in der Ebene «j (nach 
Seite 153J die Tangenten des Kegelschnittes entsprechen, wel- 
chen Kj mit i| gemein hat. Zerfällt dieser Kegelschnitt in 
zwei Gerade, so wird der Knotenpunkt ein ,,biplanarer" mit nur 
zwei Beruhrun gsebeuen. 

80. Im Folgenden werden wir häufig den Satz benutzen: 
,,Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung sich in einer Curve r^^ 
zweiter Ordnung schneiden, so liegen ihre übrigen gemeinschaft- 
lichen Punkte auf einem zweiten Kegelschnitte." Wenn nämlich 
ausserhalb v]* noch gemeinschaftliche Punkte existiren, so ver- 
binden wir irgend drei derselben A, B, C durch eine Ebene. Diese 
sehneidet die Ebene von ^i^ in einer Geraden, welche entweder den 
Kegelschnitt T]* berührt, oder deren Punkte paarweise conjugirt, also 
durch T]^und folglich durch jede der beiden Flächen zweiter Ordnung 
involntorisch gepaart sind. Im ersteren Falle ergiebt sich der Satz 
aus Seite 77, im letzteren aus Seite 179 der I. Abtheilung. Der 
zweite Kegelschnitt kann übrigens ebenso wie der erste i^^ in 
zwei Gerade zerfallen, oder sieh auf eine einzige Gerade re- 
duciren, 

81. Betrachten wir noch den besonderen Fall des i^*-Ge- 
büsches 2, in welchem die Flächen desselben fünf und folglich 
alle Punkte eines Kegelschnittes v]^ mit einander gemein haben. 
Einer beliebigen Geraden des Raumes S^ entspricht alsdann, ab- 
gesehen vom Kegelschnitt ij^, ein Kegelschnitt in 2, und einem 
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Punkte TOn ^^ entsprechen unr zwei associirte Punkte von ^ 
(Nr. 80), Ist Yi der Punkt von Sj, welcher einem beliebigen, 
mit 11^ in einer Ebene liegenden Punkte von S entepricht, so 
muss Fl allen Punkten der Ebene t]* entsprechen; denn jeder 
durch Y^ gehenden Ebene von 2, entspricht in S eine Fläche 
zweiter Ordnung, welebe in die Ebene t]^ und eine zweite Ebene 
zerfällt. Jeder durch Y^ gehenden Geraden s^ entspricht folg- 
lich, abgesehen von der Ebene ■/;*, ein Hauptstrahl s von S, dessen 
Punkte paarweise associirt und dadurcli involutoriseh gepaart sind, 
und je zwei dieser Hauptstrablen liegen in einer Ebene, welcher 
eine durch Y^ gebende Ebene entspricht, 

82. Alle Hauptstrahlen s des Gebüsches S, welche den 
Strahlen s^ des Punktes Fj entsprechen, schneiden sich in einem 
und demselben Punkte Y. Denn sie schneiden sich paarweise, 
ohne docb alle in einer Ebene zu liegen. Die Strahl enbündel 
Y und Y^ sind collinear, und der Punkt Y entspricht in jedem 
Hauptstrahle s dem Punkte Y^ der entsprecli enden Geraden s^, ist 
also jedem Punkte der Ebene t]^ associirt. 

83. Durcli den Punkt Y geht die Ebene jedes Kegelschnittes 
■y*, welcher einer beliebigen Geraden g^ des Baumes 2^ entspricht. 
Daraus folgt: „Wenn vier Flächen zweiter Ordnung einen Kegel- 
schnitt v]^ mit einander gemein haben, so gehen die Ebenen der 
übrigen sechs Kegelschnitte, in denen sie paarweise sich schnei- 
den, durch einen und denselben Punkt Y." Einem Punkte P, 
von ^1 entspricht in y^ ein Paar associirter Punkte oder ein sich 
selbst associirter Punkt oder gar kein reeller Punkt, je nachdem 
der Hauptstrahl von T, welcher dem Strahle Y^P^ entspricht, 
den Kegelschnitt f^ in "-wei Punkten schneidet, in einem Punkte 
berührt oder gar nicht trifft. Die Punkte von 3^, welchen im 
Gebüsche S je ein sieh selbst associirter Punkt entspricht, liegen 
auf einer Flache Kf zweiter Ordnung; denn jede Gerade g^ ent- 
hält höchstens zwei solche Punkte, weil an den entsprechenden 
Kegelschnitt y^ aus dem Pirnkte Y höchstens zwei Tangenten ge- 
zogen werden können. 

84. Jede Gerade x, welche dem Kegelschnitt tj^ in einem 
Punkte X begegnet, ist (Seite 152) ebenfalls ein Hauptstrahl des 
Gebüsches S ; doch sind ihre Punkte nicht durch Association in- 
volutoriseh gepaart, sondern die Gerade x ist auf die entsprechende 
Gerade a^j von 2^ projectiv bezogen, und ihren Punkten sind die- 
jenigen eines anderen Hauptstrahles s associirt. Die Gerade g 
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begegnet ebenfalls dem Kegelschnitt r^^ m einem Punkte; sie 
bildet mit ic zusammen den Kegelschnitt, welcher der Geraden x^ 
von 2i entspricht, liegt also mit x iu einer durch Y gehenden 
Ebene und schneidet x in einem sich selbst asaociirten Pankte. 
Geht die Gerade x auch durch den Punkt Y, so fällt s mit ihr 
zusammen; alsdann ist der Punkt X jedem anderen Punkte von 
X associirt, und jedem Punkte von x^ entspricht der Punkt X 
und noch ein einziger anderer Punkt des Hauptstrahles x. Der 
letzte Satz von Nr. 81 erleidet demnach folgende Ausnahme; 

85, In jedem Hauptstrahle s von S, welcher den Punkt Y 
mit einem Punkte X des Kegelschnittes t]^ verbindet, sind dem 
Punkte X alle übrigen Punkte associirt; die Gerade s ist projec- 
tiv zu der entsprechenden Geraden s^ von S[, aber alle Punkte 
der letzteren entsprechen zugleich dem Pankte X. — Wir wollen 
fortan mit H^ den Kegel zweiter Ordnung bezeichnen, durch 
welchen der Kegelschnitt -rj^ aus dem Punkte Y projicirt wird, 
und mit II\ den entsprechenden Kegel des Bündels Pj. 

86, Die Kegelschnitte von 2,, welche (Seite 145) den Ge- 
raden von S entsprechen, haben den Punkt Y^ mit einander ge- 
mein. Einer nicht durch Y gehenden Ebene 9 von S entspricht 
(Seite 156) in 2i eine durch Y^ gehende Regel-, Kegel- oder 
nicht geradlinige Fläche F^ zweiter Ordnung, jeuachdem die 
Ebene 9 mit dem Kegelschnitt Tj^ zwei Punkte, einen oder keinen 
reellen Punkt gemein hat. Jedem Punkte von Fl entspricht in 
ip ein einziger Punkt, und nur dem Punkte Y^ eine Gerade; jedem 
Kegelschnitt von Ff entspricht in 9 ein zu ihm projectiver Kegel- 
schnitt, wenn er nicht durch Y^ geht, sonst eine Gerade. 

87. Alle Punkte einer Ebene (p, welche in einer anderen 
Ebene \i associiite Punkte besitzen, liegen im Allgemeinen auf 
einem Kegelbchmtt Den Ebenen 9 und i|( von S entsprechen 
nämlich im Räume S^ zwei Flächen zweiter Ordnung; diese 
haben eme dnicli 1^ gehende Curve zweiter Ordnung gemein, 
welche dei Geraden (f]i entspricht, und folglich im Allgemeinen 
noch emen zweiten Kegelschnitt kl (Nr. 80). Dem Kegelschnitt 
Äf entsprechen iu tp und <p zwei aasociirte Kegelschnitte; die- 
selben liegen auf der Fläche zweiter Ordnung von S, welche der 
Ebene von kl entspricht. 

88. Einer nicht durch Y gehenden Ebene 9 ist (Nr. -87) im 
Gebilsche 2 eine Fläche zweiter Ordnung associirt, welche durch 
Y und den Kegelschnitt i]^ geht und eindeutig auf 9 bezogen 
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oder abgebildet ist. Alle sieh selbst aasoeiirten Punkte von 9 
liegen folglich auf einem Kegeischnitt , und alle sieh selbst asso- 
ciirteu Punkte des Gebüsches 2 müssen auf einer Fläche K^ zwei- 
ter Ordnung liegen, welche im Kegelsclinitt tj^ von dem Kegel 
H^ berührt wird. Die Fläche K^ ist die Kemfläehe des Gebüsches 
und auf ihr liegen die Mittelpunkte aller im Gebüsche eothalteneu 
Kegel zweiter Ordnung. Dieser Kernfläche entspricht in 3j 
wiederum eine Fläche K\ zweiter Ordnung {Nr. 83). Je zwei 
assoeiirte Punkte Hegen mit Y auf einer Geraden, und sind, wenn 
letztere die Fläche K^ sehneidet, durch K^ harmonisch getrennt. 
Offenbar sind wir hier zu derselben involntorischen Beziehung 
zwischen den Punkten des Raumes gelangt, welche schon früher 
(II. Äbth. Seite 262, Nr. 26) aufgestellt wurde. 

89. Einer beliebigen Geraden ist (Nr, 88) im Gebüsche 2 eiu 
durch Y gehender Kegelschnitt assoeiirt, einem beliebigen Kegel- 
schnitte h^ aber eine ebene oder räumliche Curve h^ vierter Ord- 
nung, jenaehdem k^ mit I'in einer Ebene liegt oder nicht. Der 
Punkt Y ist ein Doppelpunkt von Ic* und den beiden Schnitt- 
punkten von &* mit der Ebene v]' assoeiirt, Ist k'^ eine Raum- 
curve vierter Ordnung, so schneiden sieh in ihr der Kegel Yk^ 
und die Fläche zweiter Ordnung, welche der Ebene von k^ asso- 
eiirt ist; sie ist also von der ersten Art und hat Y zum Doppel- 
punkte (Nr. 88). 

90. Wenn ein Kegelschnitt k^ mit der Curve -r\^ auf einer 
Fläche zweiter Ordnung liegt, so ist ihm nicht eine Curve vierter 
Ordnung, soodem ein zu ihm projectiver Kegelschnitt assoeiirt. 
Nämlich der Ebene von Sj, welche von irgend drei Punkten A, 
B, C von k^ die entsprechenden enthält, entspricht im Gebüsche 
S eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch f]^ und A, B, C, 
also auch durch k^ geht (Nr. 80). und diese Fläche wird von 
dem Kegel Yk^ zum zweiten Male in dem zu k^ associirten Kegel- 
schnitt getroffen. Für den Fall, dass die Ebene von k^ durch 
den Punkt Y geht, ergiebt sich der Satz aus dem folgenden: 

91. Einer beliebig durch den Kegelschnitt v]^ gelegten Flache 
zweiter Ordnung ist eine durch i]^ gehende Fläche zweiter Ord- 
nung assoeiirt (Nr. 90), ausserdem aber der Kegel Yi]^ oder IP, 

92. Einer ganz beliebigen Fläche F^ zweiter Ordnung ist 
(Nr. 89) eine Fläche F'^ vierter Ordnung assoeiirt, von weicher Y 
ein Knotenpunkt ist. Die Flächen F* und F^ sind eindeutig so 
auf einander bezogen, dass je zwei assoeiirte Punkte derselben 



y Google 



212 Aufgaben i 

mit Y in einer Geraden liegen und bezüglich der Kernfläche K^ 
conjngirt sind (Nr. 88). Die Tangenten ¥on F* im Pnukte Y 
bilden einen Kegel zweiter Ordnung, von welchem F^ noch in 
einer Raumcnrve vierter Ordnung erster Art geschnitten wird; 
dieser Kegel geht durch den Kegelschnitt, welchen F^ mit der 
Ebene i]^ gemein hat. Alle übrigen Tangenten, welche noch ans 
dem Knotenpunkte Y an die Flache F^ gezogen werden können, 
berühren F^ in den Punkten einer Raumcnrve vierter Ordnung 
und bilden einen zweiten Kegel zweiter Ordnung, welcher auch 
die Fläche F^ berührt. Der Kegelschnitt -q^ ist eine Doppelpunkts- 
curve von i^*, weil F^ von jedem Strahle des Kegel9 H^ im All- 
gemeinen zweimal geschnitten wird (vgl. Nr. 85). Beliebigen Kegel- 
schnitten von F^ entsprechen auf F* biquadratische Raumeirrven 
erster Art; diese liegen paarweise auf Kegeln zweiter Ordnung, 
welche Y zum Mittelpunkte haben. 

93. Die Fläche F^ enthält im Allgemeinen vier durch Y 
gehende Gerade; dieselben verbinden Y mit den Schnittpunkten 
X von F^ und t]^ (Nr. 85), Jede Ebene, welche durch zwei der 
Schnittpunkte X geht, hat mit F^ einen Kegelschnitt gemein, 
welchem in F^ ein zu ihm projectiver Kegelschnitt associirt ist 
(Nr. 90). Die Fläche F* enthält also im Allgemeinen sechs 
Sehaareu von Kegelschnitten, oder kann auf sechsfache Art durch 
einen veränderlichen Kegelschnitt beschrieben werden; und zwar 
geht durch einen beliebigen Punkt von F^ ein Kegelschnitt von 
jeder Sehaar. Eine beliebige Ebene schneidet die Flache .F* in 
einer Cccve vierter Ordnung, welche mit jeder der vier Geraden 
YX einen Punkt gemein hat und im Allgemeinen auf dem Kegel- 
schnitt ii ^ zwei Doppelpunkte besitzt; dieser Curve entspricht auf F^ 
eine durch die vier Punkte X gehende Raumcurve vierter Oi-dnung 
(Nr. 88). Daraus folgt leicht: Die sechs Kegelschnitts eh aaren von 
i**sind paarweise einander zugeordnet, so dass jeder Kegelschnitt 
der einen Schaar mit einem Kegelschnitt der zugeordneten Schaar 
in emei Ebene s liegt. Von den vier Schnittpunkten dieser beiden 
Kegelschnitte liegen zwei auf i^^; in den übrigen beiden wird F^ 
von der Ebene e berührt, weil F" von der zu s assoeiirten Fläche 
zweiter Oidnung ebenfalls in zwei Punkten berührt wird. Die 
Fläche F* besitzt also drei Schaaren doppelt berührender Ebenen, 
und hat mit jeder dieser Ebenen zwei Kegelschnitte gemein. 

94 Aus der Abbildung von F* auf F^ und ans Nr. 93 er- 
giebt sieb sofort: Durch eine beliebige von den sechs Kegelschnitt- 
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■sehaareu werdeu die Punkte jedes Kegelschnittes, welcher der zu- 
geordneten Schaar angehört, involntorisch gepaart, die Kegel- 
schnitte der übrigen vier Schaaren aber projectiv auf einander 
bezogen. Ana dem ersten Theil dieses Satzes folgt, daas die Ebenen 
jeder Schaar sich in einem nnd demselben Punkte U schneiden. 
Zwei einander zugeordnete Kegelschnitte der übrigen Schaaren 
werden nun von den Ebenen jener Schaar projectiv geschnitten, 
und zwar so, dass sie zwei Punkte entsprechend gemein haben; 
sie erzeugen deshalb im Allgemeinen einen Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung (1. Abth. Seite 137), und es folgt; Jede von den 
drei Schaaren doppelt beröhrender Ebenen bildet einen Ebenen- 
büschel U zweiter Ordnung; die Doppeltang enten von J***, welche 
in diesen Ebenen liegen, bilden den von U eingehüllten Kegel 
zweiter Ordnung. Wäre der letzte Theil des Satzes falsch, so 
würden durch die Berührungspunkte der Doppeltangenten im All- 
gemeinen zwei Kegelschnitte von einer und derselben Schaar geben, 
im Widerspruch mit Nr. 93. Weil zu den doppelt berührenden 
Ebenen von F"' auch die sechs Ebenen gehören, welche die vier 
Geraden TX paarweise verbinden, so enthält jeder der drei 
Ebenenbüschel U zwei von diesen sechs Ebenen, welche einander 



95. Ist F^ eine Regelfläehe, so enthält .F* noch zwei weitere 
Schaaren von Kegelschnitten, die alle durch Y gehen und paar- 
weise auf den , aus T an F^ gelegten Berührungsebenen enthalten 
sind (Nr, 89). Ausser den vier Strahlen YX lassen sich dann 
noch vier paar andere Gerade auf der Fläche F* angeben; dieselben 
entsprechen den vier paar Strahlen der Regelfläehe, welche durch 
die vier Punkte X geben, und schneiden paarweise die Geraden YX. 

96. Wenn F^ durch Y geht, so zerfällt F^ in die Ebene r^^ 
und eine cubiache Fläche. — Von Interesse ist noch die Unter- 
suchung der Fläche Fj von 2^, welche einer Fläche F^ zweiter 
■Ordnung von S entspricht. Mau findet, dass Ff dieselben Eigen- 
schaften hat, wie die eben betrachtete Fläche F*. Von Nutzen 
ist bei dieser Untersuchung der Satz: Die Fläche F^ enthält eine 
bi quadratische Raumcurve, deren Punkte paarweise associirt sind; 
nämlich F^ wird von F^ in dieser und einer zweiten biquadratischen 
Raumcurve geschnitten, und zwar liegt die letztere auf der Kern- 
fläche des Gebüsches (Nr. 88), 

97. Einer beliebigen Fläche LI zweiter Ordnung von S^ ent- 
■gprieht in 2 eine Fläche L* vierter Ordnung, an welche aus dem 
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Punkte Y im Allgemeinen unendlicli viele Doppelt angeiiteii ge- 
legt werden können. Diese Doppeltangenten bilden einen Kegel 
zweiter Ordnung, und berühren die Fläche L* in den Punkten einer 
biquadrati sehen ßaumcurve erster Art; sie entsprechen den Tan- 
genten, welche aus dem Punkte r"^ an Lf gelegt werden können. 
Aus Y lassen sich ausserdem unendlich viele einfache Tangenten 
an /.* legen; die Berührungspunkte derselben liegen auf einer 
biquadratischen Baumeurve, in welcher i* von der Kernfläche des 
Gebüsches geschnitten wird, und sind deshalb sieh selbst associirt. 
Der Kegelschuitt fi^ ist eine Doppelpunktscurve der Fläche I,* 
(Nr. 85), weil Lf von jedem Strahle des Kegels H\ im Allgemeinen 
zweimal geschnitten wird. Einem beliebigen Kegelschnitt von L\ 
entspricht im Allgemeinen auf L* eine Ranmcurve vierter Ord- 
nung erster Art; diese Raumcurven liegen paarweise auf Kegeln 
zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte Y. Ist L\ eine Regel- 
fläche, so enthält L* zwei Schaaren von Kegelschnitten, deren 
Ebenen durch Y gehen und die Fläche L* doppelt berühren. 
Geht LI durch Z^, so zerfällt Z,* in die Ebene ii^ und eine 
Fläche dritter Ordnung. 

98. Es ist nicht meine Absicht, auch diese Fläche L* vierter 
Ordnung eingehender zu besprechen, von welcher die Fläche F* 
der Nr. 92 ein epecieller Fall ist; ich begnüge mich mit einer 
Bemerkung über die Kegelschnitte, welche auf i* liegen können. 
Einem Kegelschnitt h^ von S entspricht im Allgemeinen eine 
biquadratische Raumcurve in 2, und nur dann ein Kegelschnitt 
Äf, wenn }^ mit der Curve i\^ durch eine Fläche zweiter Ord- 
nung verbunden weiden kann (Nr. 90). Im letzteren Fall giebt 
es noch einen zu 7' associirten Kegelschnitt, welcher ebenfalls 
dem kl ent=(pricht Diei beliebige Punkte Ä, B, C von S können 
(Nr, 90) allemal durch einen einzigen Kegelschnitt verbunden 
werden, welchem in Sj wiederum ein Kegelschnitt entspricht; 
drei Punkte von Sj können im Allgemeinen durch vier Kegel- 
schnitte verbunden werden, weichen in 2 Kegelschnittpaare ent- 
sprechen. 

99, Von einer nicht durch Y gehenden Ebene cp wird L* 
nur dann in Kegelschnitten getroffen, wenn Lf mit der tp ent- 
sprechenden Fläche zweiter Ordnung von S^ nicht eine Raumcurve 
vierter Ordnung, sondern zwei Kegelschnitte gemein hat, also von 
der Fläche doppelt berührt wird. Jede Ebene, welche mit L* Kegel- 
schnitte gemein hat, ist folglich eine doppelt berührende Ebene 



y Google 



Specielle Flächen vierter Ordnung. 215 

der Fläche L*. Die Kegelschnitte der Fläche i* sind paarweise 
eiiiaiider oder in besonderen Fällen sieh selbst associirt. — Gerade 
Linien enthält i* nur dann, wenn L\ eine Regel- oder Kegel- 
fl'äcbe zweiter Ordnung ist und einzelnen Strahlen derselben Haupt- 
strahlen des Gebüsches S entsprechen, oder wenn L\ durcb T^ geht. 

100. Der in den letzten 19 Nummern betrachtete Fall des 
F^- Gebüsch ea S sehliesst noch einen ganz besonderen Fall in 
sich. Nämlich die Flächen des Gebüsches können ausser dena 
Kegelschnitt i]^ noch einen Punkt mit einander gemein haben. 
Dieser Punkt übernimrat alsdann die Rolle des Punktes T, 
denn durch ihn gehen alle Hauptstrahlen s des Gebüsches, welche 
den Kegelschnitt v]^ nicht treffen. Die Punkte eines solchen Haupt- 
strahles s sind jedoch nicht mehr durch Association involutoriscll 
gepaart, sondern die Gerade s ist (Seite 152) auf die entsprechende 
Gerade s■^ von S^ projectiv bezogen. Gleichwie diese Haupt- 
strahlen s von S alle durch den Punkt Y gehen, so schneiden 
sich die entsprechenden Strahlen s^ von Sj^ alle in dem Punkte F,. 
Letzterem entsprechen alle Punkte der Ebene ■^^, und ebenso ent- 
sprechen dem Punkte Y die sämmtlichen Punkte einer Ebene f\\ 
von Si (Seite 153). 

101. Die Räume 2 und 2j sind demnach so auf einander 
bezogen, dass die coUinearen Strahlenbündel Y und Y^ einander 
entsprechen und je zwei homologe Gerade dieser Bündel projectiv 
auf einander bezogen sind. Jedem der Punkte Y und Y-^ ent- 
spricht übrigens eine nicht durch den anderen gehende Ebene 
r,^ oder -t[^. Jeder Ebene des einen Raumes entspricht im All- 
gemeinen eine Fläche zweiter Ordnung in dem anderen, und 
alle diese Flächen zweiter Ordnung haben einen Kegelschnitt 
(vj^oder v]^), ausserdem aber einen Punkt (Z oder Y^) mit ein- 
ander gemein. Ueberhaupt ist die Beziehung von S zu 2^ ganz 
dieselbe wie die von Sj zu 2, was von den übrigen Fallen dea 
i''^- Gebüsches keineswegs gilt. Wenn die collinearen Strahlen- 
bündel Y und Fj projectiv gleich sind und so auf einander gelegt 
werden, dass sie alle ihre Elemente entsprechend gemein haben, 
und wenn alsdann auch die Ebenen vj^ und t^\ auf einander fallen, 
so liegen die Räume S und S^ invoiutorisch. Sie bilden alsdann 
ganz dasselbe involutorische System, zu welchem wir in Nr. 88 
gelangt sind. Einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung des einen 
Raumes entspricht also im anderen Räume eine Fläche vierter 
Ordnung, deren Haupt-Eigenschaften wir schon in Nr. 92 bis 95 er- 
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ortert Laben. Bemerkenswerth ist noch, dasa zwischen je zwei Feldern, 
deren Ebenen in den eollinearen Bündeln Y und Y^ einander ent- 
sprechen, eine geometrische Verwandtschaft zweiten Grades besteht. 



Das F»-Gel»U8cli mit Poltetraeiler. 

102. Zum Schlüsse besprechen wir noch kurz das specielle 
J^-Gebüsch S, dessen Flächen ein gegebenes Tetraeder ÄBCD 
zum PoltetraSder haben.*) Es giebt in der That dreifach uneadlich 
viele solche Flächen Kweiter Ordnung; denn ein Polarsystem und 
seine Ordnnngsfiäche sind bestimmt, wenn ein Poltetraeder und 
ausserdem von einem beliebigen Punkte P die Polarebene tc ge- 
geben sind (II. Äbth. Seite 133), und die Ebene u kann dreifach 
unendlich viele Lagen annehmen. Die oo^ Flächen zweiter Ord- 
nung mit dem Poltetraeder ABCD bilden aber ein J'^-Gebiisch, 
weil je zwei von ihnen in einem F^-Büschel liegen, dessen Flächen 
das Poltetraeder gemein haben (Seite 17, 18). Ein beliebiger 
Punkt P liegt auf oc^ Flächen des Gebüsches und ist i. A. der 
Mittelpunkt von einer Fläche desselben. Das F^-Gebüsch kann, ab- 
gesehen von seinen singulären Flächen, auch als eine lineare Mannig- 
faltigkeit von Flächen zweiter Classe aufgefasst werden, weil es 
jede durch zwei seiner Flächen bestimmte 4>^-Schaar enthält. Es ist 
zu sich selbst polar in Bezug auf jede seiner nicht singulären Flächen. 

Coneentrische iüllipsoide und Hyperboloide, welche drei ge- 
gebene normale Ebenen zu Symmetrie -Ebenen haben, liegen in 
einem besonderen F^-Gebüsche , in welches jenes allgemeinere colli- 
uear trausformirt werden kann. 

103. In dem Fä-Gebüsehe 2 mit Poltetraeder ^ßCD ist ein 
beliebiger Punkt P von seinen sieben assoeiirten Punkten har- 
monisch getrennt durch je zwei G egenelemente des Tetraeders. 
Acht associirte Punkte von S sind paarweise einander zugeordnet 
in sieben involutorischen Räumen; drei dieser Räume sind ge- 
schaart und haben je zwei Gegenkanten des Tetraeders ABCD 
zu Involutionsaxen , die vier übrigen sind centrisch involutorisch 
und haben je einen Eckpunkt des Tetraeders zum Centrum und 
dessen Gegenebene zur Involutionsebene. Bewegt sich einer der 
acht assoeiirten Punkte auf einer Geraden g oder Ebene -r], so be- 

*1 Vgl, die PreisBchrift von K.Meister, Ztschr. f. Math. u. Phjs, Bd. 31 
Seite 321 und Bd, 34 Seite 6. 
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schreiben die übrigen Punkte sieben zu g projective Gerade resp. 
sieben zu ij eollineare Ebenen. Äueh die Geraden und Ebenen 
BJüd bievnach zu achten associirt in dem Gebüsche. 

104. Die Hauptstrablen des Gebüsches 3 sind wie in dem 
allgemeinen Falle (Seite 144) die Träger von Involutionen asso- 
ciirter Punkte; sie bilden aber (Nr, 103) in diesem speeiellen Ge- 
büsche vier Strahlenbündel mit den Mittelpunkten Ä, B, C, D und 
drei lineare Congruenzen , welche je zwei Gegenkanten des Tetrar 
eders ABCJ) zu Axen haben. In jedem der vier Bündel und 
iu'jeder der drei Congraenzen sind die Hanptstrahlen zu vieren 
aasociirt und bilden Vierkante bezw. windschiefe Vierecke, deren 
Gegeuebenen je ein Bbenenpaar des Gebüsches ausmachen. Jeder 
Punkt einer beliebigen Ebene des Tetraeders ABCD ist sich selbst 
und nur drei anderen Punkten associirt, die in derselben Ebene 
liegen; er bildet mit diesen ein Viereck, dessen Gegenseiten sich 
in drei Eckpunkten des Tetraeders achneiden. Jeder Punkt einer 
Tetraederkante fällt mit drei seiner associirten Punkte zusammen 
und ist nur eiuem anderen Punkte aasociirt, welcher von ihm 
durch zwei Eckpunkte des Tetraeders harmonisch getrennt ist. 

105. Die oo^ Flächen des Gebüsches S berühren sich büschel- 
weise in oc* Kegelschnitten, welche in je einer Ebene des Pol- 
tetraeders liegen und von welchen allemal drei Eckpunkte des 
Tetraeders ein Poldreieck bilden. Die oc^ Kegelschnitte werden 
aus dem jeweiligen vierten Eckpunkte durch oo^ Kegel des Ge- 
büsches projicirt; diese Kegel aber aehneiden sich büschelweise in 
Quadrupeln associirter Hauptstrahlen (Nr. 104), Die sechs Tetra- 
ederkanten sind Doppelgerade von je oc^ Ebenenpaaren des Ge- 
büsches. Die beiden Ebenen, welche irgend zwei associirte Punkte 
mit einer Tetraederkante verbinden, sind associirt, und bilden, wenn 
sie nicht zusammenfallen, ein Ebenenpaar von S: sie sind har- 
monisch getrennt durch zwei Ebenen des Tetfaedera (Nr, 103). 
Die Ebenenpaare des Gebüsches bilden demnach sechs Involutionen, 
welche je zwei Ebenen des Tetraeders zu Doppelebeneu haben. 
Die vier Tetraeder ebenen sind Doppelebenen des JJ^^-Gebüaches und 
auf sie reduciren sich vier Flachen desselben; die Kernfläehe K^ 
von 3 zerfällt daber in die vier Tetraederebenen. Den Punkten 
einer Ebene des Poltetraeders ist bezüglich des F^- Gebüsch es der 
gegenüberliegende Eckpunkt eoujugirt. 

106. In dem Eaume 2^, welcher die Polarebenen eines be- 
liebigen Punktes P bezüglich der Flächen des Gebüsches 2 ent- 
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hält, entspricht jedem Eegel von S eine durch dessen 
pnnkt, jedem Ebenenpaare aber eine durch dessen Doppelgerade 
gehende Ebene. Den Kegeln von 2, welche einen beliebigen Eck- 
punkt A des Poltetraeders ABCD zum Mittelpunkte haben, ent- 
sprechen demnach in 2^ die Ebenen des Bündels Ä\ und den 
Hauptstrahlquadrupein , in welchen jene Eegel sich schneiden , ent- 
spricht in Sj je ein Strahl von A. Den Ebenenpaaren von 2, 
welche eine beliebige Tetraederkante AB zur Doppelgeraden haben, 
entsprechen in 3j die Ebenen des Büschels AB; den Tetraeder- 
ebenen als Doppelebenen von 2 entsprechen in 2^ Ebenen, die 
mit ihnen zusammenfallen. Acht assocürte Punkte von 3 liegen 
in sechs paar Ebenen des Gebüsches; diesen Ebenenpaaren ent- 
sprechen in 3j die sechs Ebenen, welche die Tetraederkanten mit 
dem homologen Punkte von 2^ verbinden, 

107. Einer mit AB incidenten Geraden von Sj entsprechen 
in 2 zwei assoeiirte Kegelschnitte, welche die Kante AB m zwei 
associirten Punkten schneiden nnd in einem Ebenenpaare des Ge- 
büsches liegen (Nr, 106). Diese Kegelschnitte fallen zusammen, 
wenn die Gerade in einer Tetraederebene liegt; sie zerfallen in je 
zwei Hauptstrahlen und bilden die Kanten eines windschiefen Vier- 
ecks, wenn die Gerade zwei Gegenkanten AB und CJ) des Tetra- 
eders schneidet, und zwar sind AB und CD die Diagonalen des 
Vierecks, Nicht allein die Hauptstrahlen von 2, sondern auch 
die ihnen entsprechenden Geraden von 2, bilden die vier Bündel 
A, B, C, D und die drei linearen Gongruenzen, deren Äxen die 
drei paar Gegenkanteu des Tetraeders ABCD sind. 

108. Einer durch AB gelegten Ebene tu^ von 2i entspricht 
in 2 nur dann ein reelles Ebenenpaar, wenn der Punkt P nicht 
getrennt ist von tt^ durch die Tetraederebenen ABO und ABD- 
Denn die Ebenen des Paares sind nicht nur durch die beiden 
Tetraederebenen harmonisch getrennt (Nr. 105), sondern auch 
durch P und ic^, weil r.-^ die Polare von P ist bezüglich des Paares 
(Nr. 106); sie sind imaginär oder reell, jenachdem P von tui ge- 
trennt ist durch ABC und ABD, oder nicht. Daraus folgt: 

Einem Punkte ^, von 2^ entsprechen in dem Gebüsche acht 
imaginäre oder acht reelle assoeiirte Punkte, jenachdem Q^ von P 
durch zwei Ebenen des Poltetraeders ABCD getrennt ist, oder 
nicht. Die vier Tetraederflächen theilen den Raum 2j in acht 
Theile, und nur den Punkten desjenigen Theiles 2"^, welcher den 
Punkt P enthält, entsprechen in 2 reelle Punkte; den Punkten 
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der übrigen sieben Theüe entsprechen in dem F^-öebüsehe S je 
acht imaginäre Paukte. 

109, Einer beliebigen Geraden l von S und jeder ihrer sieben 
associirten Geraden eiitapricbt in Sj ein zu ihr projectiver Kegel- 
schnitt \ (Seite 146); dieser berührt die Ebenen des Tetraeders 
ABCD in den vier Punkten, welche den vier Schnittpunkten von l 
mit diesen Ebenen entsprechen. Den oc* reellen Geraden von 3 
entsprechen auf diese Weise sc* reelle Kegelschnitte in S^, welche 
in dem Raumtheile 1\ Hegen und dem Poltetraeder ABCD ein- 
geschrieben sind. 

Einer beliebigen Ebene 9 in 2 entspricht in 3^ eine Steiuer- 
ache Fläche vierter Ordnung . dritter Classe (Seite 147), welche 
mit ihren oc ^ Beröbrungsebenen je zwei Kegelschnitte gemein hat 
und die Ebenen des Poltetracders ABCD längs je eines Kegel- 
schnittes berührt. Diese Fläche ist so auf die Ebene 9 bezogen, 
dasa jedem ihrer Kegelschnitte eine zu ihm projective Gerade in tp 
entspricht. Die drei Diagonalen des Vierseits, in welchem das 
Poltetraeder von cp geschnitten wird, sind Hauptstrahleu von 3 
und achneiden sich in drei associirten Punkten ; ihnen entsprechen 
drei reelle Doppelpunkt sgerade der Steiuer'achen Fläche, welche 
durch einen dreifachen Punkt der Fläche gehen. 



Vertanschbare (.'olllneationen und Correlationen^ und SDlolie, die eine 

gegeltene (.'olllneatiou oder Corrf'lfttifin nmliehreü, 

(Nachtrag' zu der zweiten Äbtheiluiig). 

110. Durch eine polare räumliche Coi-i-elaiion x werden alle 
Collineationen (p umgekehrt, welche die Eckpuukte irgend eines 
Poltetraeders von x zu Doppelpunkten haben; jede dieser ^c ^ Colü- 
neationen ist zu y, harmonisch und resnltirt aus x und einer anderen 
polaren Correlation Xi- 

Seien nämlich A, B, C, D die Eckpunkte und a, ß, 7, & die 
ihnen gegenüberliegenden Flächen einea PoUetraeders von x, und 
sei Ttj die Polarebene eines belieliigen Punktes P. Dann repräsentirt 
aßySxj ~/^ AßCDF die polare Correlation ■/_> und 
ABCDP-/^ ABCDPi eine der Collineationen (p, 
welche den Punkt P in Pj transformiit. Aus 1 und (p aber 
resultirt die Correlation; 

OL^-^hvi^T^ABCDPi oder Xi -=!<?, 
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Polaren iu Bezug auf F^ sowohl wie auf »['^ und tlieilen die 
Diagonalen AC und BD des Vierecks harmonisch. 

119. Die Correlation X ist mit oo^ Collineationen und Corre- 
lationen vertauscbhar ; und zwar bilden diese mit den oc^ invo- 
lutorischen ColliDeationen cp und Correlationen Xn welche die 
Correlation x umkehren, eine Gruppe und resultiren aus ihnen 
(n. Abth. Seite 92). Jede mit y_ vertauschbare Collineation 9' hat 
die Eckpunkte des Vierecks ÄBCD zu Doppelpunkten und trans- 
formirt die Flächen F^ und $^ in sich selbst. Jede mit x. ver- 
tauschbare Correlation ;(' transformirt die vier Kanten des Vier- 
ecks ABCD in sich selbst und die Flächen F^ und $^ in ein- 
ander. Ea giebt zwei mit x vertauschbare Null-Correlationen ; in 
diesen sind die Geraden Ä C und B D einander und einem beliebigen 
Punkte Pvon F^ die beiden Beruh rungs ebenen von $^ zugeordnet, 
deren Schnittlinie mit P, AC und BD iucident ist. Aus den 
beiden NuUcorrelationen resultirt eine mit 9 vertauschbare invo- 
lutorische Collineation, welche ACmidBD zu Involution saseu hat. 

120. Durch eine geschaart involutorische Collineation (p werden 
00^ Correlationen f^ umgekehrt; diese Correlationen transformiren 
die Kanten je eines windschiefen Vierecks ABCD in sich selbst, 
dessen Gegen eckpunkte aus zwei Punktepaaren A, C und B, D von 
cp bestehen (Nr. 118). 

Durch eine polare räumliche Correlation ^j werden oc^ Corre- 
lationen X umgekehrt, nämlich alle die Correlationen, welche von 
je einem Poltetraüder ABCD der Correlation ■/,! zwei Gegenkanten 
in einander und die übrigen vier Kanten in sieh selbst transfor- 
miren (Nr. 118). 

121. Eine räumliche Collineation 9' ist nur dann mit Corre- 
lationen vertauachbar, wenn sie irgend eine nicht singulare Fläche 



F^ zweiter Ordnunj 

Falle zugleich di 



sich selbst transformirt. Sie verwandelt iu 
■ Flächen zweiter Ordnung in sich 
in welche die Fläche F^ durch die mit 9' vertauschbaren 
Collineationen und Correlationen übergeht, und ist insbesondere mit 
den polaren Correlationen vertauschbar, welche die 00' Flächen zu 
Ordnungsflächen haben. Wenn die Collineation 9' vier und nur 
vier reelle Doppelpunkte hat, so bildeu diese ein windschiefes Vier- 
eck ABCD, dessen Kanten auf F^ und den übrigen cc^ Flächen 
zweiter Ordnung liegen (Nr. 119). Jede cfer oc^ Correlationen ^ 
aber, welche diese vier Kanten in sich selbst transformiren, ist mit 
der Collineation 9' vertauschbar. 
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